Równania różniczkowe zwyczajne


Równania różniczkowe zwyczajne
Definicja

Równaniem różniczkowym nazywamy zależność między pewną niewiadomą funkcją i jej pochodnymi.

Równanie różniczkowe zwyczajne można przedstawić w postaci:
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(1)
gdzie 
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 jest niewiadomą funkcją, a n liczbą naturalną.

· Równanie różniczkowe zwyczajne to równanie, w którym niewiadoma funkcja zależy tylko od jednej zmiennej. 

· Rząd równania różniczkowego określa rząd najwyższej z pochodnych występujących w równaniu.
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	równanie I rzędu
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	równanie II rzędu
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	równanie III rzędu


Jeżeli w równaniu różniczkowym (1) funkcja 
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 i jej pochodne występują tylko w stopniu pierwszym i nie występują iloczyny tej funkcji i jej pochodnych, to równanie różniczkowe nazywamy równaniem różniczkowym liniowym, a w przypadku przeciwnym – nieliniowym. 
Rozwiązanie ogólne i szczegółowe

Rozwiązaniem albo całką równania różniczkowego nazywamy każdą funkcję:
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mającą pochodne do rzędu n włącznie i spełniającą równanie (1) dla każdego x z pewnego przedziału (a,b), to znaczy taką funkcję 
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Wykres funkcji y=y(x) będącej rozwiązaniem równania różniczkowego nazywamy krzywą całkową równania różniczkowego.
Rozwiązać równanie różniczkowe, znaczy znaleźć wszystkie jego rozwiązania (całki). 
Proces znajdowania rozwiązań równania różniczkowego nazywamy całkowaniem równania różniczkowego.

Każde równanie różniczkowe postaci (1) ma nieskończenie wiele rozwiązań, które można wyrazić za pomocą ogólnego wzoru:
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Powyższe wyrażenie nazywamy rozwiązaniem ogólnym czyli całką ogólną równania różniczkowego.
Rozwiązaniem szczególnym nazywamy całkę otrzymaną z całki ogólnej, dla której przyjęte są pewne wartości stałych C.

Postać ogólna równania różniczkowego I rzędu:
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(2)

gdzie: F - dana funkcja ciągła swoich argumentów y’, y i x.

Postać normalna (rozwikłana) względem y’ równania różniczkowego:
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(3)

gdzie: f - dana funkcja ciągła zmiennych y i x.

Równanie różniczkowe rzędu I postaci (3) określa związek między współrzędnymi punktów krzywych całkowych a współczynnikiem kątowym stycznej w tych punktach, czyli określa w każdym punkcie płaszczyzny OXY należącym do dziedziny funkcji f(x,y) kierunek krzywej całkowej przechodzącej przez ten punkt.

Metody rozwiązywania równań różniczkowych I rzędu
	Typ równania
	Przykład
	Nazwa
	Sposób rozwiązania
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	całkować obustronnie
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	podzielić przez g(y) i całkować obustronnie

	
[image: image17.wmf])

(

)

(

'

y

g

x

f

y

=


	
[image: image18.wmf]2

sin

'

y

x

y

=


	o zmiennych rozdzielonych
	pomnożyć przez g(y) i całkować obustronnie
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	podstawić 
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	jednorodne
	podstawić 
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	liniowe
	metoda uzmienniania stałej


Przykład
Dane jest równanie różniczkowe:

a) 
[image: image28.wmf]y

x

y

-

=

'



b) 
[image: image29.wmf]x

dx

dy

3

=



c) 
[image: image30.wmf]y

dx

dy

=


ad a) 
[image: image31.wmf]y

x

y

-

=

'



[image: image32.wmf]y

x

dx

dy

-

=



[image: image33.wmf]xdx

ydy

-

=



[image: image34.wmf]ò

ò

-

=

xdx

ydy



[image: image35.wmf]C

x

y

+

-

=

2

2

2

2



[image: image36.wmf]1

2

2

C

x

y

=

+


Równania o zmiennych rozdzielonych

Równanie różniczkowe pierwszego rzędu postaci:
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Jeżeli funkcje F i G można rozłożyć na dwa czynniki, z których jeden zależy od zmiennej x, a drugi od zmiennej y, nazywamy równaniem o zmiennych rozdzielonych. Otrzymujemy wówczas:
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Jeżeli 
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, wówczas w równaniu zmienne są rozdzielane:
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Kolejno znajdujemy całkę ogólną:
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Przykład

Znajdź całkę ogólną równania

a) 
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b) 
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c) 
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Przykład

Znajdź całkę szczególną równania 
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Rozwiązanie
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Całka ogólna równania ma postać
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Podstawiając do całki ogólnej 
[image: image53.wmf]1

-

=

x

 oraz 
[image: image54.wmf]1

=

y

, wyznaczamy 
[image: image55.wmf]0

=

C

. Tak więc całka szczególna ma postać:
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Równania różniczkowe postaci (
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Dane jest równanie postaci:
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gdzie: 
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Do rozwiązania stosujemy wówczas metodę podstawiania.

Niech 
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, gdzie u jest nową funkcją, którą obustronnie różniczkujemy:
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stąd wyznaczamy dy/dx :
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po podstawieniu otrzymujemy:
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Następnie przy założeniu 
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które jest równaniem różniczkowym o rozdzielonych zmiennych.

Przykład

Rozwiąż równanie różniczkowe:

a) 
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c) 
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b) 
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Równania różniczkowe jednorodne

Dane jest równanie różniczkowe jednorodne względem x i y postaci:
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W celu rozwiązania wprowadzamy nową zmienną zależną u(x) przez podstawienie:
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Podstawiając do wyjściowego równania, otrzymujemy:
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Zakładając, że 
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, rozdzielamy zmienne:
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Uwaga!

Równanie różniczkowe jednorodne może być wyrażone w postaci:
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gdzie P i Q są wielomianami jednorodnymi względem x i y tego samego stopnia n. Przez podzielenie licznika i mianownika przez x” otrzymujemy wyjściowe równanie różniczkowe jednorodne.

Przykład
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c) 
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Równania różniczkowe liniowe rzędu pierwszego

Anna Zamojska 
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