PRZYKEAD CWICZENIOWY

DRGANIA O JEDNYM STOPNIU SWOBODY

Zad.1. Dla belki pokazanej na rysunku ponizej prosze¢ wyznaczy¢ rownanie ruchu oraz okresli¢
czesto$¢ drgan wlasnych. Dane sa nastepujace: ¢ — sztywno$¢ sprezyny [N/m], m — masa [kg], 1=
dlugo$¢ [m]. Nalezy przeanalizowa¢ dwa przypadki:

a) Belka znajduje si¢ w plaszczyznie pionowej (uwzgledniamy wplyw sil grawitacyjnych)
b) Belka znajduje si¢ w plaszczyZznie poziomej (wplyw sil grawitacyjnych pomijamy)
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Przypadek z podpunktu a).

Do opisu drgan zawsze dobrze jest wybra¢ uklad osi zwiazany z polozeniem statycznej
réwnowagi. W przypadku a) pod wplywem sit cigzkosci belka zajmie polozenie tak jak na
rysunku (odchylone od poziomu o kat o).
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Kat obrotu belki mozna wyznaczy¢ wykorzystujac rownanie momentéw wzgledem przegubu 0

(lub bardziej ambitnie — zasadg¢ prac przygotowanych). Réwnanie momentéw przyjmie postac:
1 N 3 1

X Mo=5mg-_l—2mg_+-mgl—Fs Tl —Fy-21=0 (1)

Sity w sprezynach wynosza kolejno Fs;=cAX|, zas Fs,=cAX,. Poniewaz AX,=0.75la., a

AX,=0.25]la to ostatecznie rownanie (1) przyjmie postac:
6 9 1
omg —cla——cla=0 2

Z. powyzszego otrzymamy:

@ =129 g = [’fj—f] =[] ©

Uklad wspolrzednych wygodnie jest ulokowaé w miejscu statycznej réwnowagi. Z uwagi na fakt,

ze uktad ma jeden stopien swobody, jako wspolrzedng uogdlniona przyjmujemy kat .

1/41 3/al

Roéwnanie ruchu wyprowadzimy, wykorzystujac posta¢ rownania Lagrange’a II rodzaju dla sit
potencjalnych. Wobec braku sit zewnetrznych réwnanie przyjmie postac:
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Gdzie L. oznacza funkcj¢ Lagrange’a L=E,-E . Wyznaczmy zatem kolejne cztony réwnania.
Energia kinetyczna ukladu moze zostaé zapisana jako:

10'(4’)2
E, = <@ ©)
Gdzie I, oznacza moment bezwladnosci wzgledem bieguna 0 ukladu dwoch mas skupionych
1 belki. Moment bezwladnodci 10 przyjmie wowczas forme:

Iy =2m- (i)2 +m- (%l)z + L 5m - (ﬁ)zz”mlz ©)
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Po wstawieniu momentu bezwladnosci I, do wyrazenia na energi¢ kinetyczna otrzymamy:
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Energia potencjalna uktadu sktada si¢ z energii potencjalnej sit sprezystosci oraz energii
potencjalnej sit grawitacyjnych. Skrécenia/wydtuzenia sprezyn wynosza kolejno AX, i AX,. Przy

czym:

AX; =21 (a+ @), AX, = 71+ ( +9) ®)

T4

Zatem energia potencjalna ukladu wyniesie:

c(Cl-(a+g) : c(3l(a+o) : l

E, = G - ) + G - ) +2mg (< +¢) —il -5mg(x +¢) —ngl(oc +¢) 9
9c(p+x)212  c(p+x)?1? 1 3 1

E, = 37 + 37 + 2mg Zl(<p+<x) - ngl(<p+oc) — 5mg Zl((p+oc)

Po uproszczeniach otrzymujemy ostateczna postac energii potencjalnej uktadu:

5c(p+x)212 6
Ep=—"—- 2 mgl(p+) (10)

Funkcja Lagrange’a L. zostanie wyrazona jako:

17mi%(9)?  5c(p+x)212
24 16

L=E,—E,= +2mgl(p+) (11)

Obliczmy teraz poszczegdlne czlony rownania Lagrange’a:
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PrETLL (12)
oL _ 10cl?(x+¢) 6 _ 10cl?x _ 10cl?¢ 6

ap 16 + 4mgl— 16 16 + 4mgl (13)

W powyzszym réwnaniu nalezy zauwazy¢, ze z rownania momentéw (1) w polozeniu statycznej

réwnowagi nastepuje rownosé cztonow:

10cl?x 6

o = ,myl (14)
Wobec czego mozemy pochodna czastkowa Lagranzjanu po wspolrzednej uogélnionej zapisac
jako:
oL 1ocl? 15
30~ 16 ¥ (15)

Roéwnanie ruchu, po wstawieniu wszystkich komponentéw rownania Lagrange’a przyjmie postac:

.. . 1ocl?
=ml?p +
12 16

0 =0 (16)



Po uporzadkowaniu otrzymamy ostateczng postaé¢ rownania roézniczkowego:

120c¢
272m
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Czestos¢ drgan wlasnych ukladu wyniesie:

w = /1200 = 0,664\/5 (18)
272m m

Odpowiedz uktadu drgajacego bedzie postaci:

@(t) = Asin(wt) + Bcos(wt) (19)
Gdzie A i B to sg stale, ktére nalezy wyznaczy¢ wykorzystujac warunki poczatkowe — np.

{(P (0) = ¢, 20)

®(0) = wy

Przypadek z podpunktu b).

Uklad tym razem znajduje si¢ w plaszczyznie poziomej tak wiec polozenie tak jak na rysunku
ponizej jest juz polozeniem rownowagowym.
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Podobnie jak poprzednio — jako wspélrzedng uogdlniona przyjmujemy kat obrotu belki ¢. Energia
kinetyczna przyjmie postac identyczna jak poprzednio, czyli:
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Z uwagi na fakt, ze belka jest w plaszczyznie poziomej to energia potencjalna (uzalezniona od
kata obrotu) bedzie zwiazana tylko z energia pochodzaca od sprezyn. Energia potencjalna sit
grawitacyjnych w trakcie ruchu nie ulega zmianie i przyjmuje pewng stalag warto$¢ — niech bedzie
to U,. Wowczas wyrazenie na energie potencjalng przyjmie postac:



S5c(p)?1?
Ep = T + UO (22)

Funkcja Lagrange’a w tym przypadku przyjmie za$ postac:

17mi2(p)2  5c(p)?12
L=E,—E,= ~” i - U, (23)

Poszczegolne czlony réwnania Lagrange’a wyniosa:

d(—gf;,) 17 9.

— o =ml*, (24)
oL 10cl?

o 16 ¢ .

0=0 (26)

Jak wida¢ uzyskany wynik jest identyczny z wynikiem uzyskanym dla drgan w plaszczyznie

pionowe;j.
WNIOSEK:

W uktadach drgajacych (nie dotyczy to wahadet!) zawierajacych elementy sprezyste sita

grawitacji nie ma wplywu na posta¢ rownania rézniczkowego ruchu ani na czestos$¢

drgan wiasnych. Dlatego tez przy wyprowadzaniu réwnan ruchu zaktada sie, ze uktad

znajduje si¢ w ptaszczyznie poziomej, co znaczaco przyspiesza proces analizy takiego

elementu.

Na zakoniczenie mata zagadka — czy gdyby sformutowac zadanie identycznie (tzn. rozwazy¢
drgania w plaszczyznie pionowej i poziomej) dla uktadu jak na rysunku ponizej (tylko
obréconym) to uzyskane wyniki byly by identyczne?
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