Material ¢wiczeniowy opracowany przez Pana inz. Wojciecha Czaple w
ramach zadan zaliczeniowych z mechaniki analitycznej

Zad. 1. Zastosowanie réwnan Lagrange’a Il rodzaju w opisie dynamiki uktadéw o jednym stopniu
swobody

Po nieruchomym kole lezagcym w ptaszczyznie poziomej o promieniu R, toczy sie bez poslizgu,
jednorodna tarcza o promieniu r i masie m, poruszana korbg |OA|. Tarcza obraca sie wokot
nieruchomego punktu O pod wptywem dziatania pary sit o momencie M.

Dane:mqy, m,, r, R, M

Obliczy¢ przyspieszenie katowe korby o masie m;,, zaktadajac jg jako pret jednorodny.
Rozwigzanie:
1. Wybieramy wspétrzedng uogdlniona.
{‘h = @1
qd1 = $1
Wykorzystujemy postac¢ réwnania Lagrange’a Il rodzaju w polu niezachowawczym, tzn.
d [ dE dE . s
E(a_qil) - (6_<p1) = Q; (jako E oznaczono energig kinetyczng)

3. Obliczamy energie kinetyczng catego ukfadu.
E=EW +E®



Korba (1) porusza sie ruchem obrotowym wzgledem punktu O, wiec jej energia kinetyczna
WYhnosi:

EMD = 1, ¢12

N =

Tarcza porusza sie ruchem ptaskim, wiec jej energia kinetyczna wynosi:
1 .
1 P , 1 .o
EZE'IO'<P1 T3 M2y +§'IA'§02
4. Obliczamy masowe momenty bezwtadnosci I, I,

Do wyznaczenia I, korzystamy z tw. Steinera.

my (R +1)2 (R+1)? my(R+1)?
=" tmTp T T3
1

[, =—- .2
Azmzr

5. Uzalezniamy kat obrotu tarczy ¢, od kata obrotu korby ¢4

vy=(R+r1)" ¥,

vA=T-(p'2
__UA_R+T .
(Pz—r— - P1

6. Podstawiamy dane do réwnania energii.

1 s 2 1 2 s 2
E=§'Io'(l’1 T oMV +§'1A'§02 =
1 my@R+r)? , 1 , o, 11 , (R+1\*
2 T 3 ¥ +E'mz'(R+7”) $1 +E'§'mz'7‘ ( - > P11 =

_L 2. 2,3 2. 2
—6m1(R+7”) 01 +4 my (R+71)°" ¢

7. Obliczamy pochodne wystepujgce w réwnaniu Lagrange’a.

aE_l - 3 5
a_qjl—g'mﬂR"‘T) " P1 +§-m2-(R+r) " P1
d ([ 0E 1 , . 3 9 .
%(a_(p'1>_§.m1(R+r) " 91 +§-m2-(R+r) 4!
2y
o9,
8. Woyznaczamy site uogolniong Q.
Q- 6¢py =6l

Obliczamy prace wirtualna:
81 =61 4+ 61

2



(1) & N R+r
EYi =ZMo(pl).5¢1= M—T'G1'C05(§0) 8¢,

i=1

n
81 = ) Mo(B) -8, = (7 G, cos(¢)) - 60,

i=1
Poniewaz:
. Vg R+1r
P2 = - ?P1
To:
R+r1
do, = - ~dgq

R+r
51 =61 4 61 = (M - G- cos(go)) 8¢, + (=7 G, - cos(p)) g, =
R+r R+r
M ———"Gy-cos(g) |- 5y + (=7 Gz~ cos(p)) - —— - dopy =
R+r
M-b¢; — — Gy - cos(@) - 61 —Gy - cos(p) - (R +71) - dopy

R+r
Q81 = (M ———"G1cos(p) =G> * (R +7) - cos(9)) * dey

R+r
Q =M—T-Gl-cos((p)—Gz-(R+r)-cos(<p)

9. Woynikowe réwnanie ruchu ma postac:

(%-ml-(R+r)2+§-m2-(R+7‘)2)- @1 :M—¥-Gl-cos((p)—Gz-(R+r)-cos(<p)

) M—%-Gl-cos(q)) —G, (R +71)-cos(p) m
P1 = 2
TmRAT? 43 my - R+1)2

10. Whnioski:
Dlag = g Q=M



Drgania o dwdch stopniach swobody

Zad.2 Korzystajgc z rownan Lagrange’a wyprowadzi¢ rézniczkowe réwnania ruchu

Dane do zadania: ¢;, ¢, My, M,

1. Wybieramy wspétrzedne uogdlnione (mozna wybrac takze inaczej — tzn. x, i x,).

o
oy

2. Wykorzystujemy posta¢ rdwnania Lagrange’a Il rodzaju w polu zachowawczym, tzn
d (a_W) _ (a_W) o
dt\0q, c’)q].
[ a(a%,) - (52,)=°
dt \ox, dx,

i)~ (o)

3. W to tzw. potencjat kinetyczny, ktdry definiowany jest nastepujaco:
W=E-V
4. Obliczamy sumaryczng energie kinetyczng catego uktadu:
E=E®+E®

1 . . . 11 X7 3 .
E(1)=E-m1-xA2+E-IA-<p12=§-m1-xAZ+§-§-ml-r12-—2—z-m1-xA2
: . . ,, 11 .
E(2)=§'m2'9€82+§']3'¢’22=§'m2'¢722'7”22"‘5'5'7”2'7"22'(#’22
3
= —. 2,2
4 mp 12" @2
W4 g3 2,3 2. 2
E=E"+E =3 M1 X +Z-m2-r2 * Py



5. Obliczamy sumaryczng energie potencjalng catego uktadu:
Catkowita energia potencjalna uktadu jest suma energii potencjalnej pochodzacej od mas i
sprezyn. W naszym zadaniu mamy jedynie energie pochodzgce od sprezyn.
V=vD4+y®
V) = 0 — energia potencjalna pochodzaca od mas

1
Ve =E'C1'xA2+§'C2'(xB_xA)2

1 1
V=V(1)+V(2)=E.clle2+E.cz.(xB_xA)2

6. Podstawiamy dane do potencjatu kinetycznego.
3 1

3 : 2 2., 2 2 2
W=E—V=Z-m1-xA +Z-m2-r2 P2 51Xy —E-cz-(xB—xA)
7. Woyznaczamy zaleznosci kinematyczne.
a) Yy=w;'n
b) xp = @, -1y, wiec:
Xp = @, - Ty, przy zerowych warunkach poczatkowych
8. Korzystajac z wyznaczonych zaleznosci kinematycznych podstawiamy do rdéwnania

potencjatu kinetycznego

3 3 1 1
W=E—V=Z-m1-xAZ+Z-m2-r22-<p22—E-cl-xAZ—E-cz-(<p2-r2—xA)2

9. W powyziszym rownaniu pozostaty jedynie wspodtrzedne uogdlnione, wiec mozemy
przystapi¢ do obliczania pochodnych do réwnan Lagrange’a.

ow 3 ,
ax, 2
d(6W>_3 .
dt\ax,) 2 ™ *a
ow
dx. XAt G PriTy G Xy =G Pyt — Ot Xt Xy
X4
3 .
E-ml-xA—cz-(pz-r2+c1-xA+c2-xA=0
3 .
E'm1'xA_C2'¢2'T2+(C1+Cz)'xA:0
ow 3 .
a—(p-z=§'mz'7’z " P2
d(&W)_B s
dt\ag,) = 2 my 12" P2
ow ,
a_(p2=—02'7”2 TPt Crr Xyt T
3

2. 2 _
E'mz'rz Pyt Cy Tt P—Cy Xy T =0

10. Szukany uktad réwnan rézniczkowych ruchu dla przyjetych wspétrzednych przedstawia sie

nastepujaco:



3 .
i-ml-xA—cz-cpZ-r2+(c1+c2)-xA=0
§-m .r2.+c .rz. — Co*"Xa'T :0
2 2 1", 2 T2"@Py,—Ca° Xy T2

3 .
E-ml-xA—cz-tpz-r2+(c1+c2)-xA=0

E'mz'rz"ﬁz+Cz'r2"P2—Cz'xA=0

3 .
E-ml-xA—cz-tpz-r2+(c1+cz)-xA=0

E'mz'rz"ﬁz‘FCz'(rz"Pz—xA)=0



