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1 Rownania rozniczkowe

1.1 Przyklady

Przyktad 1.1.1. Do banku wktadamy w chwili ¢, pewien kapitat poczatkowy
Ny. Bank oferuje nam oprocentowanie k(t)(w stosunku rocznym) - zmienne
w czasie. Jaka bedzie wartos¢ wktadu w chwili ¢7 Zalezy to oczywiscie od
tego jak czesto bank kapitalizuje (dolicza odsetki) nasz wktad. Jesli okres
kapitalizacji wynosi h, to:

N(t+h) = N(t) + h- k()N(t) (1.1.1)

Co mozemy powiedzie¢ na temat N (t) jesli kapitalizacja przebiega w sposéb
ciagty, czyli h — 07

N(t+h) — N(t)

Y =k(t)N(t) (1.1.2)
Przechodzac z h — 0 otrzymujemy
AN _ .. N
dt (1.1.3)
N(ty) = Ny

Przyktad 1.1.2. (Druga zasada dynamiki)

Obserwujemy ruch pewnej czastki w R?. Wiemy ze w chwili ¢ znajduje sie w
ro € R3 i porusza sie z predkosécia vy € R3. Zalézmy, Ze na czastke znajdujaca
sie w € R? i poruszajaca sie z predkoécia v € R® w chwili ¢ dziala sita
F(t,z,v) € R3. Wéwczas ruch czastki z(t) € R? opisuje réwnanie Newtona:

m-x"(t) = F(t,z(t),2'(t))

x(to) =

' (to) =

(1(8), 22(), (1))

F(t,@1(t), 22(t), 23(t), 2 (1), 25(t), 25(1))
1,2,3.

(1.1.4)

x(t)
m -y (t)

Powyzsze réwnanie mozna sprowadzi¢ do, w pewnym sensie, prostszego réw-
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nania. Oznaczmy v(t) = 2/(t). Wowczas:
0'(t) = m-2"(t) = F(t,x(t),2'(t) = F(t,2(t),v(t))

((g)) = ot ) (1.1.5)

(0)

8

v
Zo
Vo

-1

Wowcezas poszukiwana funkcja jest postaci ¢t +— (z(t),v(t)) € R3 x R3.
Przyktad 1.1.3. (Wahadlo matematyczne)

Wahadto dtugosci [, ktore posiada ciezarek o masie m, wprawiono w ruch
w chwili ¢y pod katem oy z predkoscia katowa (y. Jakie bedzie potozenie
wahadta oraz jego predkos¢ katowa w chwili ¢7

Na wahadto dziataja dwie sity: sita ciezkosci | mg oraz sita z jaka sznurek
trzyma cigzarek. Niech (z,y) = (Isina,lcos ).

Zatem sita dzialajaca na wahadlo w polozeniu (Isinc,lcosa) wynosi
F(lsina,lcosa) = mgsina(— cos a, sin ). Niech x(t) = I(sin «(t), cos a(t))
oznacza polozenie wahadta w chwili ¢, czyli a(t) jest katem jego wychylenia.
Druga zasada dynamiki mowi:

z"(t) = F(z(t)) (1.1.6)
Zatem
2'(t) = l(cos a(t) - ' (t), —sina(t) - (1))

2"(t) = I(—sina(t)(/(t))* + cosa(t) - ' (t), — cos a(t)(a/(t))? — sina(t) - a
(1.1.7)
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Stad

ml(—sina(t)(a/(t))* + cos a(t) - o (t)
ml(—cosa(t)(d/(t))* —sina(t) - () = mgsin®a(t) | —sina(t)
la"(t) = —gsin a(t).

) = —mgsina(t) cosa(t) /cosalt)

(1.1.8)
Jesli B(t) = o/(t), to
Q) =Bt
B(to) = Po

Przyktad 1.1.4. (Rozwdj populacji)

Niech N(t) bedzie wielkoscia populacji (np. ilosé krélikéw, bakterii itp.) na
jakims$ zamknietym obszarze. Wiemy, ze w chwili ¢y wielko$é¢ populacji wynosi
Ny. Jakie prawa rzadza rozwojem populacji? Przyrost populacji N'(t) jest
proporcjonalny do jej wielkosci, czyli

N'(t) = k(N (1)) - N(t), (1.1.10)

gdzie k(N) jest wspolczynnikiem wzrostu populacji gdy jej wielko$é wyno-
si N. Poniewaz ilos¢ pokarmu jest stata, wiec funkcja k jest malejgca. Dla
uproszczenia mozemy przyja¢ k(N) = a — b- N. Zatem dynamike populacji
opisuje réwnanie:
/
N(t) = (a— b N()N(t) L1
N(to) = N[)

Przyktad 1.1.5. (Wspoélistnienie gatunkow)
Na danym terenie zyja dwa gatunki: drapiezniki i ofiary. Niech z(t) oznacza
liczbe drapieznikow, y(t) liczbe ofiar w chwili .

{x'(t) = (b-y(t) —a)z(t) (1.1.12)

(Réwnanie Volterry-Lotki)
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1.2 Co to jest rownanie rézniczkowe zwyczajne?

Definicja 1.2.1. Rownaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu n nazywamy
réwnanie postaci:

F(t,z(t),2'(t), ...,z (t)) = 0, (1.2.1)
przy czym szukang funkcja jest funkcja z : [to,to + o] — RY, ktéra spetnia
warunek (1.2.1), gdzie F : [to,to + a] x R x ... x R — R* jest funkcja

n+1
przynajmniej ciggtla.

Jesli k = d oraz F mozna rozwiklta¢ dla ostatniej wspotrzednej to rowna-
nie (1.2.1) ma postac
o™ = f(t,x(t), 2 (t), ..., s D(t), (1.2.2)
gdzie f: [tg,to +a] x R x ... x RY — R?
—_———

n
Roéwnanie (1.2.2) moze posiadaé wiele rozwiazan. Aby ograniczy¢ sie do jed-
nego rozwiazania rownanie (1.2.2) rozwaza sie wraz z warunkami poczatko-
wymi postaci:
£L‘(t0) = 29

7(to) = 21 (1.2.3)

x(nfl) (tO) = Tp-1

Stwierdzenie 1.2.1. Dowolne réwnanie postaci (1.2.2) mozina sprowadzié
do réwnania pierwszego rzedu (czylin =1).

Dowéd. Oznaczmy:
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Wéwcezas

() = (1) = f(t, 21 (t), s (1) = F(1,T(L)).
Stad otrzymujemy rownanie
7' (t) = f(t,z(t)) (1.2.4)

gdzie f : [to,to + o] X R — R, fi(t,2) = zipy dlai =1,...,n — 1 oraz
fult,x) = f(t,x). Natomiast warunek poczatkowy wyglada nastepujaco

T(to) = (21(t0), ooy Tnlto)) = (2(to), ' (t0), s 2 V() = (20, orry Tnr)-

Jedli teraz rozwiazemy réwnanie (1.2.4) z powyzszym warunkiem poczat-
kowym, to y(t) = x1(t) jest rozwiazaniem réwnania (1.2.2) z warunkiem
poczatkowym (1.2.3).
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1.3 Interpretacja geometryczna

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe postaci 2/(t) = f(z(t)), gdzie f : R? — RY.
Réwnanie takiej postaci nazywamy autonomicznym (niezaleznym od czasu
t). Wowezas na funkcje f : R — R? mozemy patrzeé jak na pole wektorowe
(pole wektoréw predkosci). Rozwigzanie z(t) mozemy wowczas traktowaé ja-
ko opis ruchu czastki w R?, ktérego wektor predkosci jest wyznaczony przez
wektor pola f umieszczony w punkcie w ktérym znajduje sie czastka.

i
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Jesli rownanie rézniczkowe jest postaci '(t) = f(t,z(t)), okresla si¢ je mia-
nem nieautonomicznego (zaleznego od czasu). W takim wypadku pole wek-
torowe f zmienia sie w czasie, co nalezy uwzgledni¢ w ruchu czastki.

1.4 Roéwnanie o rozdzielonych zmiennych

Definicja 1.4.1. Réwnanie postaci

2(t) = ht)q(a(t), (14.1)

gdzie h : K — R, g : L — R sa funkcjami ciagltymi na pewnych odcinkach
K i L nazywamy rownaniem o rozdzielonych zmiennych.

Twierdzenie 1.4.1. (Metoda rozdzielonych zmiennych)
Niech g(x) # 0 dla * € L. Oznaczmy przez H oraz G funkcje pierwotne
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odpowiednio funkcji h oraz é. Niechu : K — L bedzie funkcjq rozniczkowalng.
Wowezas u jest rozwigzaniem réwnania (1.4.1) wtedy i tylko wtedy gdy:

Dowdd. (=) Zauwazmy, ze jesli u/(t) = h(t)g(u(t)) dlat € K, to

(<) wystarczy zrézniczkowac.

Uwaga 1.4.1. Poniewaz G'(z) = ﬁ # 0, wiec G jest odwracalna, stad

u(t) =G (H() + O) (1.4.3)
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2 Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzan

2.1 Istnienie i jednoznacznosé

Niech f : [to,to + a] x G — RY (G C R? otwarty) bedzie funkcja ciagla.
Rozwazmy problem Cauchy’ego

"(t) = f(t,x(t
x(tg) = .
Kiedy istnieje rozwiazanie problemu (2.1.1) i czy jest ono jedyne?

Zatozmy ze x : [to, to +a] — G C R? jest funkcja rézniczkowalna spetniajaca
rownanie (2.1.1). Wowczas z jest klasy C? oraz

() — a(ty) = /tt o (7)dr = t: £ 2(7))dr, (2.1.2)
czyli .
x(t) = xo + /to f(r,z(7))dT. (2.1.3)

Odwrotnie, jesli x jest funkcja ciagla speliajaca (2.1.3), wowczas jest roz-
wigzaniem problemu Cauchy’ego (2.1.1). Zatem problemy (2.1.1) i (2.1.3) sa
rownowazne.

Lemat 2.1.1. Gronwalla
Niech u,v : [to,to + o] — R beda funkcjami cigglymi nieujemnymi oraz
CeR,C>0. Jesli:

t

v(t) < C+ ) u(T)v(T)dr, (2.1.4)
to \
o(t) < C - edo "7, (2.1.5)
Dowéd. 1) C' > 0. Rozwazmy w(t) = C + [ u(r)v(r)dr. Wowezas v(t) <
w(t) oraz w(t) > C' > 0. Ponadto w'(t) = u(t)v(t) < u(t)w(t). Stad
w'(t)
wity S0

Zatem
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oraz .

’U(t) < w(t) < w(to) . efto u(r)dr _ C. @fto U(T)d‘["
2) C' = 0. Wowczas
t
o(t) < e+ [ ulr)u(r)dr

to

dla dowolnego € > 0. Zatem na mocy 1) otrzymujemy

t
U(t) <e- efto u(T)dr

Natomiast przechodzac z € — 0 otrzymujemy v(t) < 0.
[ |

Definicja 2.1.1. Méwimy, ze funkcja ciggla f : [to, o + o] x G — R?, gdzie
G C RY, spetnia warunek Lipschitza ze wzgledu na x ze stalg L, jedli

Vietoto+al Vayea | f(2) = f(Ey)ll < Lz =yl (2.1.6)
Przyktad 2.1.1. Niech f : [tg, to + a] X G — R? bedzie klasy C! (gdzie G jest
zbiorem wypuktym) taka, ze

sup
t.x

oft,x)| _
s | = L < +o0 (2.1.7)

(warunek ten jest speliany gdy o < +oo oraz G jest zbiorem zwartym).
Woéwcezas na mocy twierdzenia o warosci $redniej

9 ttx 46y — )

< Lz -
" Izl

(2.1.8)

It 2) = FE )l <l =yl sup

IV

Twierdzenie 2.1.2. O jednoznacznos$ci rozwigzan

Niech f : [to,to +a] x G — R? (G C R?) bedzie funkcjq cigglq spetniajgcq
warunek Lipschitza ze stalg L ze wzgledu na x. Zalézimy, ze funkcje roznicz-
kowalne x,y : [to, to + o] — G C R spetniajq warunki:

2(t) = f(t,x(t), y(t) = ft,yt) dlat € [to,to+a (2.1.9)

oraz x(ty) = y(ty). Wowezas x(t) = y(t) dlat € [ty,to + a].
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Dowdd. Niech v(t) = ||z(t) — y(t)]|. Wowczas
o(t) = Hx(to)+/t:f(7,x(7))d7—y(to) —/t:f(f,y(T))dT
[ (rato) = smyemdn] < [ 1520 - £y dr

to

/tj Llz(1) —y(7)| dr = /t: Lo(T)dr.

N

Stosujac lemat Gronwalla dla C' = 0, u = L otrzymujemy v(t) = ||z (t) — y(t)|| =
0dlat € [ty,to+ o). Zatem x(t) = y(t) dla t € [to, to + .

|
Przyktad 2.1.2. Rozwazmy rownanie
{x’ = 2\/@
z(0) = 0.
Jednym z rozwiazan jest x;(t) = 0. Ponadto

() = 2 dla t>0
W= 2 dla <0

jest réwniez jego rozwigzaniem, poniewaz:

Lo 2t dla t>0
40 ={ % e 120 =2/le)

Oczywiscie x — 2,/|x| jest ciagla jednak nie Lipschitza.
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Wida¢ wiee, ze warunek Lipschitza jest konieczny dla jednoznaczno$ci roz-
wigzan.
Twierdzenie 2.1.3. (Picarda o istnieniu lokalnych rozwigzan)

Niech f : [to, to +a] X K(z9,b) — R? (K (x0,b) jest kulg domknietq o $rodku
w xo 1 promieniu b) bedzie funkcjq ciagle spetniajgcq warunek Lipschitza dla
x ze stalg L. Niech ||f(t,z)|| < M dla (t,x) € [to, to+a] x K(x0,b). Wowczas
istnieje doktadnie jedna funkcja rozniczkowalna

b
x: to,t0+min(a,ﬁ) — K(x0,b)

taka, ze x(tg) = o oraz 2'(t) = f(t,x(t)) dla x € [to,to + ], gdzie f =

min(a, 7).

Dowdd. Jednoznaczno$é wynika z twierdzenia 2.1.2. Wystarczy zatem udo-
wodni¢ istnienie rozwiazania. W tym celu skonstruujemy ciag v, : [to, o +
B] — R w sposéb indukeyjny, ktory bedzie przyblizat rozwigzanie réwnania.
Ciag {yn} definiujemy nasteujaco:

{yo<t> =

dl
Yurlt) = 20+ 2 frgn(rar L E Moot

Zeby definicja miata sens musimy sprawdzié, czy y,(t) € K (o, b) dla
te [to,to + 5]

Dowdéd indukeyjny:

1° Dla n = 0 mamy yo(t) = xg € K(x0,b).

2° Zatozmy, ze y, € K(xo,b) dla t € [to, to + []. Wowczas

s —aoll = | [ (o] < [ s ()l ar

< M{t—to) S MF< M- =b

Zatem y,(t) € K(zo,b) dla kazdego n € N. Nastepnie pokazemy, ze:
MLn(t _ to)n+l
(n+1)!

[Yn41(t) = yn ()] < dla t & [to, to + 0].

Dowdd indukeyjny:
1° Dla n = 0 mamy
MLO(t — to)!

191(8) =yl = llys(t) — woll < M(t — o) = T
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2° Zatozmy, ze ||y, (t) — yn-1(t)|| < M dla t € [to, to + f]. Wowczas

o @) = s = [0+ [ $rardr =0 = [ f50ms(r))ar
< [ 1) = Fraa ()l dr

t MLV (7 — to)"
< 1 [ elr) =l < 1 [ TR,
0 0

n!

t

MLn(T — to)n+1
(n+1)!

B MLn(t _ to)n+1
B (n+1)!

to

Rozwazmy szereg funkcyjny:

it () = (®) dlat € it + 5. (2:010)

Poniewas: mamy supyc o ) 1 () — (1) | < 2E22

WY >0l Mf:f;;ﬂ jest zbiezny, wiec, na podstawie kryterium Weierstrassa,

szereg (2.1.10) jest zbiezny jednostajnie do funkcji ciaglej v : [to, to+ 03] — RY.
Ponadto

oraz szereg liczbo-

n—1

Y= Yo+ D (W = Yk) = Yo + (Y1 = Y0) + o+ (Yo = Yuo1) = Y,
k=0
zatem y, =3 y (zbiega jednostajnie) oraz y : [to, to + ] — K(xo,b). Ponadto
2n(t) = [f(t,ya(t)) zbiega jednostajnie do z(t) = f(t,y(t)) na [to,to + 0],
poniewaz

12(8) = za (@) = [[F (& y() = F&ynO) < Llly(t) — yn(D)]] -

Zatem dla dowolnego t € [tg, to + ]

t t t
zo+ [ zpo(T)dT — 2o+ [ 2(T)dT = 10 + / f(ry(r))dr
to to

vo+ [ (e =0+ [ F(r (T =y (t) = y(0)

to

Stad t
0=+ [ [y
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oraz y jest ciagla na [to, o + 3], czyli y jest klasy C! oraz

{y’(t) = f(t,y(t)) dla t € [to,to + ]
y(to) = o

Twierdzenie 2.1.4. (o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan lokalnych roz-
wigzan dla funkcji klasy C*) Niech f @ [to,to + o] x G — R? (G C R?
otwarty) bedzie funkcjq klasy C*. Woéwczas dla dowolnego v € G istnieje
e > 0 oraz funkcja rézniczkowalna x : [to,to + €| — G taka, zZe x(to) = w9
oraz &' (t) = f(t,x(t)) dla x € [ty,to + €|. Ponadto, zaléimy, ze dla pewnego
§ > 0 funkcje rézniczkowalne x,y : [to, to + 0] — G C R? spelniajg warun-
ki: o' (t) = f(t,z(t),y'(t) = f(t,y(t)) dlat € [to,to + 0] oraz x(ty) = y(to).
Wowczas x(t) = y(t) dla t € [to, to + 9.

Dowdd. 1° Istnienie. Poniewaz xg € G i G jest otwarty, wiec istnieje b > 0
takie, ze K (xo,b) C G. Poniewaz zbor [tg, tg + ] X K(x,b) jest zwarty

M = sup 1t @)l < 400,
(t,z)€lto,to+a]x K(xo,b)
0
L:= sup ||—f(t,x)|| < 400.

(t,x)E[to,to+a] x K (z0,b) Ox
Zatem

[f(t2) = ft, 9l < Lllz =yl dlat€ [to, to +al, 2,y € K(z0,b).
Stad na podstawie tw. Picarda istnieje funkcja rézniczkowalna x : [to, o +
e] = K(x¢,b) C G (¢ = min(a, b/M)) taka, ze

2/ (t) = f(t,z(t)) dlat € [to, to + €]
Jf(to) = 29
2° Jednoznacznos$é. Niech
to + (50 = mf{t S [to,to + (5] : .CE(t) 7£ y(t)}

Zatozmy, ze 6y < §. Z ciaglosci x i y mamy yo := x(tg + o) = x(to+ ) € G.
Poniewaz G jest zbiorem otwartym wiec istnieje b > 0 takie, ze K (yo,b) C G.
Woéwcezas, podobnie jak w 1°, istnieje L > 0 takie, ze

1f(t2) = fFty)ll < Lz =yl dlat € [to + do, to + 0], ,y € K(yo, b).
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Niech € > 0 bedzie takie, ze z(t),y(t) € K(yo,b) dla t € [ty + do, to + do + €]
Woéwezas f : [to+ 0o, to+ 0o + €] X K (yo,b) — R? jest funkcja Lipschitza oraz
x,y : [to + do, to + do + €] — K(yo,b) spelniaja zatozenia Twierdzenia 2.1.2.
Zatem z(t) = y(t) dla t € [ty + 0o, to + do + €]. Stad

t(] + 50 = ll'lf{t S [to,to + 5] : $(t> 7& y(t)} > to + (50 + ¢,

czyli 0 > ¢ i sprzecznosc. Stad dp = d 1 x(t) = y(t) dla t € [to, to + 0].
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2.2 Rozwigzania globalne

Przyktad 2.2.1. Rozwazmy rownania:

{:’3/ = (2.2.1)

z(l) = 1.

8

Wowczas x(t) = —5 jest jego rozwigzaniem, ale tylko na odcinku [1,2).
Istnieje zatem tylko lokalne rozwiazanie tego problemu.

Twierdzenie 2.2.1. (Arzeli-Ascoliego) Niech x, : [a,b] — R? bedzie rodzing
jednakowo cigglq, tzn.

V2035500 Ve selap |t — 8| <6 = ||z, (t) — 2n(s)| <,

takich, ze {x,(a)} jest ograniczony. Wowczas mozemy wybraé podciqg {xn, }ren
jednostagnie zbiezny do funkcji cigglej x : [a, b] — R

Uwaga 2.2.1. Jesli funkcje x,, spelniaja warunek Lipschitza ze wspdlng statg
L (|xn(t) — zp(8)|| < Lt — s||), to {zn}nen jest jednakowo ciagta.

Twierdzenie 2.2.2. (Peano, o istnieniu rozwigzan) Jesli f : [to, to + af X

R? — R? jest funkcjg cigglq i ograniczong, wéwczas dla kazdego xo € RY

istnieje funkcja x : [to, to + o] — R klasy C! taka, ze:
"(t) = f(t,z(t)) dla t € [ty,t

{x( )= f(t.2() dlat € [to.to + (2.2

l’(to) = X

Dowdd. Dowdd opiera si¢ na przyblizaniu rozwiazania tzw. tamanymi Eu-
lera. Rozwazmy ciag podziatéw II,, odcinka [to,to + «| postaci 11, = (ty =
ty <th <...<t}=ty+a), ktérego srednica d,, dazy do zera. Woéwczas n-ta
tamana Eulera konstruujemy w nastepujacy sposob:

.Tn<t0) = o
xn(t) = X+ f(to, IQ)(t — to) dla te [to, tl]
Tn(t)

= x,(t) + f(t1, 2,(t1))(t —t1) dla t € [tq, o]

i) = wn(t) + flt o) (E—1t)  dla t€ [t ti].
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X(t,)

(Lx,(t,))
f(tﬂxn(t?/ \\xn(té)

£t x, (1)) x(t,)

Najpierw udowodnimy, ze z, spetnia warunek Lipschitza ze stata M, gdzie

M jest ograniczeniem funkcji f. Rzeczywiscie :

19 Jesli t, <t<s< tiv1, to

[zn(s) —za@)l = llzn(ts) + [, 2n(t:))(s — ti) — @alts) — f (s, 20 (8)) ([ = 8)]]
= ISzt s — ¢l < Ml|s — 2]

2¢ Jesli t; <t < ti+1 <. < ti-‘,—j <s < ti—l—j—i—la to

[#n(s) — 2 (t)]
S lwn(s) = zaltisi) | + [|2n(tivg) — zaltivg—D) | + - -+ [2altive) — zn(ti)]]
+ |z (tivr) — zn (0]
< M((s = tiyg) + (Livj — tivj—1) + o + (Legz — tiza) + (tigr — 1))
= M(s—1t).
Ponadto,
[z (@) < [lzoll + [[2n(t) — 2alto) | < [lzol| + M (E — to) < ||2oll + aM = R.

Zatem rodzina {z,} speia zalozenia twierdzenia 2.2.1 (Arzeli-Ascoliego).
Stad istnieje podciag {@n, b,y zbiezny jednostajnie do z : [to, to + o] — R
W dalszej cze$ci dowodu pokazemy, ze funkcja x jest rozwiazaniem problemu
Cauchy’ego. Oznaczmy z,(t) = zo + [, (7, ,(7))dr oraz

En = sup | f(t,z1) — f(s,22)] - (2.2.3)
t,SE[t(),to-i—oz]
llt—s|l<dn
z1,22€K(0,R)

21— 22| <Mdy
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Poniewaz f jest jednostajnie ciagta na [to, to+ | x K(0, R) oraz d,, — 0, wiec
e, — 0. Pokazemy, ze ||z, (t) — x,(t)|] < en(t —to) < gn0.

Dowod indukceyjny:

1° Zatézmy, ze t € [to, t1]. Wowczas

o+ [ f(ran(F))dr — 20 — F(to, 30)(t — to)dr

to

[ 0(7)) = Flto,mo))dr
/tt 1f (7, (7)) = £ (to, o) d.

[zn(t) = za (B[] =

N

Poniewaz dla 7 € [to, t1], |7 — to]| < dn, wiec ||z, (7) — zo|| < M||T — to|| <
d, M, zatem

t
2n(t) — 20(8)]] < / endr = £n(t — to) (2.2.4)
to
2° Zaltozmy, ze
2n(t) — 2] < enlt — to) dlat € [tir, t,).

Wowczas dla dowolnego t € [t;, ;1] mamy

t

vo+ | f(rwn(7))dT — 2 (ts) = f(ti; 2 (t:)) (¢ = 1)

to

[zn(t) — 2 (D)l =

To + " f(r, xn(7)dr — 2,(t;)

to

[ aa(m) = St (b))

t;

< Nenltd) = altll + [ 1£(ra() = (e (8] dr

+

Poniewaz dla 7 € [t;, t;11] mamy ||7—1t;|| < d,,, wiec ||z,(T7) — x,(t;)|| < Md,,
zatem

12n(t) = 2a(®)]| < l2n(ts) — 2a(t)]1+ /tf 0l < nltit)ten(t—t:) = 2 (i—tn).

(2.2.5)
Poniewaz z,, = x oraz z, — x, =% 0, wiec z,, = x. Rozwazmy funkcje
on(t) = f(t,z,(t)) oraz p(t) = f(t,z(t)). Poniewaz f jest jednostajnie ciagta
na [to, to + o] x K(0, R), wiec

Py = -
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Zatem dla t € [ty, to + a] otrzymujemy

a:0+/ O, (T dT—>x0—|—/ dr—xo—l—/ T,2(T))dT. (2.2.6)
oraz .
xo + /to On, (T)dT = 2, (1) — x(t). (2.2.7)
Stad x(t) = xo + ftto f(r,x(r))dr.
|

Do konca tego rozdziatu bedziemy rozwazac funkcje ciagte, ktére spetnia-
ja nastepujacy warunek:

£t )| < a(t)||z]| +b(t) dla (t,z) € [to, to + a] x RY, (2.2.8)

gdzie a, b : [to, to+a] — R, sa funkcjami ciagltymi. Dla tego typu funkeji udo-
wodnimy twierdzenie o globalnym istnieniu rozwiazan problemu Cauchy’ego.

Stwierdzenie 2.2.3. Jesli istniejg nieujemne funkcje ciggle a,b : [to, o +
a] — R, takie, Ze

1£ (¢, )|l < a(t) [|l=]| + b(t) dla (t,2) € [to, to + o] x R

oraz ¥ : [to, to + o] — R? jest rozwigzaniem problemu Cauchy’ego

{x’(t) = f(t,2(1))

l'(to) = Ty,

to zachodzi nierownosé
t0+aa T)dT
|z(0)] (||x0|| +/ ) (5 07) g1y s ltoto + a].  (2.2.9)
Dowéd. Oznaczmy v(t) = ||z(t)]|. Wowczas

o(t) = x0+/tf(7,x<7))d7 ol + [ (alr) () + b(r))dr

- <|x0||+/ r)dr) + /toa(f)v(f)df.

Na mocy lematu 2.1.1 (Gronwalla) otrzymujemy:

Joo)ll = w0y < (ol + [ birar) L"),




2 ISTNIENIE I JEDNOZNACZNOSC ROZWIAZAN 21

Lemat 2.2.4. Dia dowolnego C' > 0 rozwazmy funkcje ro : R — K(0,C)
dang wzorem

[ @ gdy |2 <C
re(z) = { Ct gdy |z| > C. (2.2.10)

[l

Wéwczas ||ro(x) — re(y)|| < ||z — y|| dla z,y € RY.

/

Id

Dowdd. Zacznijmy od nastepujacej uwagi:
Jedli ||z]| > a > ||y]| > 0, to

<z =y

y—ai—r
]
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Rzeczywiscie:
T 2
Hy‘“ <lle =yl
k4]
i
a
o]+ a* = 2o < el A = 24
i
o 4, Y)
H H (=] — a) < |jz]|* — a?
i
x?
2 el +a
[E4l

2

HxH

Wrbémy do Iro(z) — re()]| < [l — gl

19 Jesli ||z]] , |y|| < C, to teza jest oczywista

20 Jedli [ly| < C < |z, to ||re(z) - =|cE —v| < llz -yl
37 Jesli [|z[| > [lyll > C, to (a = ||y||)

- g

<z =yl

Stad

_
]

< lz =yl

Iro(a) — Huyu - HHH Iyl Huyu _

Twierdzenie 2.2.5. (O istnieniu globalnych rozwqzan) Jesli f : [to,to +
a] x RT — R? jest funkcjq cigglq, dla ktérej istniejq nieujemne funkcje ciggte
a,b: [to, to + a| — R takie, Ze:

1£(t,2)|| < a(t) 2]l + b(t) dia (t,z) € [to, to + a] x RY, (2.2.11)



2 ISTNIENIE I JEDNOZNACZNOSC ROZWIAZAN 23

to dla kazdego xo € R? problem Cauchy’ego
iL'(to) =29
ma rozwigzanie na caltym przedziale [ty,to + «].

Dowéd. Potézmy

loto Ot o (r)dr
C:= <H330H +/0 b(T)dT) e(fto e ) (2.2.13)
to
Nastepnie rozwazmy funkcje f : [to, to + o] x R — R,
f(t,z) = f(t,re(x)). (2.2.14)

Funkcja f jest ciggla poniewaz jest ztozeniem funkeji ciagtych f i r.. Ponadto
z ciagtosci f istnieje M > 0 takie, ze

| f(t,z)|| < M dla (¢,x) € [to, to + a] x K(0,C). (2.2.15)
Stad
|t 2)| = £t re(2))]| < M dia (t,2) € [to, to + o] x R (2.2.16)
Mozemy zatem skorzysta¢ z Twierdzenia 2.2.2 (Peano) dla
f[to, to + o] x RT — R (2.2.17)
Wéwezas istnieje jedyna funkcja 7 : [tg, to + o] — R? klasy C* taka, ze:

{:f’(t) = f(t,z(t)) dlat€ [to,to+a

H(t) = o, (2.2.18)

Ponadto
|7t )] = 17t rela)l < a®) Ire(@)l] + b(8) < a(@) o] + b@).
Na mocy Stwierdzenia 2.2.3

ft0+a a(T)dr

501 < (ool + [ bryar) el 0) ¢

Stad N
{f’(t) = f(t,2(1) = f(t,re(Z(t))) = f(t Z(t))

f(to) = X9-
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Whiosek 2.2.6. Jesli f : [tg, +00) x R — R? jest funkcjq cigglq, dla ktérej
istnieje nieujemna funkcja ciggla a : [tg, +00) — R takie, Ze

1£(t,2) = F(t, )l < a(t) lz =y dlat € [to, +00) oraz z,y € RY,

to dla kazdego xo € R? istnieje jedyna funkcja rézniczkowalna x : [ty, +00) —
R? taka, ze

{x'(t) = f(t,2(t)) dlat € [ty, +00)

z(tg) = wo.

Dowdd. Z zatozen

1) < [F (@)= (& wo) [+ F(E wo) | < (1 (& o) [+a(®) (]| +[lzoll) = al@)«]+0(2),

gdzie b(t) = || f(t,z0)|| + a(t)||zo||. Ponadto dla dowolnego m € N funkcja
[t [to,to + m) x RY — R? jest Lipschitza za stala L,, = sup{a(t) : t €
[to,to + m]}. Zatem na mocy Twierdzenia 2.2.5 oraz 2.1.2, dla dowolnego
m € N istnieje doktadnie jedna funkcja x,, : [to,to + m] — R? speliajaca

warunek:
{x;@>-fu,mn@»

l’m(to) = XZ9-

Ze wzgledu na jednoznaczno$¢ tych rozwiazan, jesli m; < mao, to
Ty (1) = Ty () dla t € [tg, to + my.

Zatem w sposob jednoznaczny mozemy zdefiniowaé funkcje x : [ty, +00) —
R? ktadac
x(t) == xp(t) gdy t € [to, to + m). (2.2.19)

Wowezas x(tg) = xg oraz 2'(t) = f(t,z(t)) dla t € [tg, +00). Rzeczywiscie,
jesli t € [tg, +00) to znajdziemy m € N takie, ze t € [tg, to+m+ 1]. Wowczas

2(8) = 2 (8) = f(t,am(t) = F(t2(1)): (2.2.20)
|
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3 Schematy numeryczne

3.1 Definicje i podstawowe wlasnosci

Rozwazmy problem Cauchy’ego postaci

{:E/(t) = f(t,z(t)) dla t € [to, T (3.1.1)

l'(t[)) = Xy,

gdzie f : [to,T] x R — R jest funkcja ograniczong i ciagla, spelniajaca
warunek Lipschitza ze wzgledu na x. Chcemy to zagadnienie rozwiaza¢ nu-
merycznie na przedziale [ty, T']. W tym celu dzielimy przedziat na N réwnych
czesci o dhugosci h = %, za pomocy punktéw tp, = to+kh, k=0,1,..., N.
W dalszym ciggu bedziemy szukac przyblizonych rozwigzan w punktach .
Oznacza to, ze szukamy ciagu x1, ...,y 0 tej wlasnosci, ze mozliwie dobrze
przybliza on ciag x(ty), ..., z(tn). Przy dobrze dobranej metodzie oba ciagi
powinny zbiega¢ do siebie, gdy h — 0. Jak konstruowaé takie metody? W
tym celu mozna odwotaé sie do wzoru Taylora. Zalézmy, ze x(t) jest rozwia-
zaniem problemu Cauchy’ego (3.1.1), wéwczas:

x(t+h) = x(t) + ha'(t) + O(h?) = z(t) + hf(t,z(t)) + O(R?), (3.1.2)

przy czym

A(h) = O(R?) < Fesol A(h)| < c|h?]
A 3.1.3
A(h) = o(h?) & lim Alh) = 0. ( )
—0 hp

Zatem

co prowadzi do tzw. schematu Eulera
Tht1 = Tk + hfk = I + hf(tk, SCk) (315)

Zatem znajac warunek startowy xg i korzystajac ze wzoru rekurencyjnego
(3.1.5) mozemy wyznaczy¢ caly ciag xg, 1, ..., TN.
Zamieniajac miejscami ¢ i t + h we wzorze Taylora otrzymujemy

x(t) = x(t+h) — ha'(t + h) + O(h*) =

= x(t+h) — hf(t + h,z(t + h)) + O(h?), (3.1.6)
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co prowadzi do zamknietego schematu Eulera postaci:

Tyl = T+ hfrrr = o + hf(tk+1, J}k+1). (317)

W pierwszym schemacie Eulera (3.1.5) w jawny sposéb wyliczymy 1 zna-
jac xp. Takie schematy nazywamy otwartymi. W zamknietym schemacie Eu-
lera (3.1.7) xp11 jest przedstawiony w sposéb uwiktany. Tego typu schematy
nazywamy zamknietymi i daja one znacznie lepsze rezultaty numeryczne niz
podobne schematy otwarte.

Definicja 3.1.1. Schemat postaci
Tiy1 = X4 + h¢f(h, ti,xi,xiﬂ) dla i = O, ey N — 1, (318)

gdzie ¢y jest funkcja zalezng od f, nazywamy schematem jednokrokowym.
Schemat taki jest otwarty, jesli ¢y nie zalezy od ostatniej wspotrzedne;.

Majac schemat oraz wartos¢ xy mozemy rekurencyjnie wyznaczy¢ ciag
{z;}, ktéry ma przyblizaé rozwiazania {x(¢;)}.

Schematy Eulera sg jednak mato doktadne. Aby otrzymac lepszy schemat
trzeba skorzysta¢ ze wzoru Taylora wyzszego rzedu:

w(t+h) =x(t) +2'(t) + h;x”(t) + O(R?).

Wéwcezas

) = S Fa0) = e () + ot o) ()
= it 2(®) + Fult 2 () F (1, (1),

gdzie f,(t,z) = g—i(t,x), fi(t,x) = %(t, x). Prowadzi to do schematu Taylo-
ra:

2
Ik—&-l = T —|— hf(tk, J?k) —I— };(ft(tk‘v l’k) + fx(tka l‘k)f(tk, :L’k)) (319)

Definicja 3.1.2. Méwimy, ze schemat (3.1.8) jest zbiezny, gdy dla dowolnego
t € [to, T] oraz zy € R, jesli

1° t =ty + kh, k — +o00, h — 0,

2° xo(h) — xo, dla h — 0,
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to xp — x(t), gdzie x(t) jest rozwiazaniem problemu Cauchy’ego (3.1.1),
natomiast {z;} jest ciagiem uzyskanym za pomoca schematu, gdy warunek
startowy wynosi zo(h).

Definicja 3.1.3. Schemat (3.1.8) jest rzedu p, jesli dla dowolnego rozwiaza-
nia x € CP([ty, T|) zagadnienia (3.1.1) istnieje C' > 0 takie, ze

lre] < CRPTY k=0,1,..., (3.1.10)

gdzie z(ty, + h) = x(ty) + hos(h, ty, v(ty), x(tks1)) + ri (rp nazywany jest
btedem lokalnym schematu), oraz powyzszy warunek nie jest prawdziwy dla
p+2.

Aby zbada¢ zbiezno$é¢ schematu nalezy jednak oszacowaé tzw. globalny

btad schematu, czyli

er, = x(ty) — T. (3.1.11)
Poézniej przekonamy sie, ze predkosé zbieznosci e do zera zalezy od rzedu
schematu.

Przyktad 3.1.1. Wyznaczmy rzad otwartego schematu Eulera z;.1 = zp +
hf(tg, x). Wowczas

T = iL’(tk + h) — Jﬁ(tk) — hf(tk, l‘(tk))
= a(ty) + ha'(ty) + f;x”(tk) + o(h?) — z(t) — ha'(ty)

h
= ?x//(tk) + 0(h2>7

zatem jest to schemat 1-ego rzedu.

Przyklad 3.1.2. Wyznaczmy rzad schematu xg1 = zx+h(afi+(1—a) frr1),
gdzie 0 < a < 1. Wéowcezas

T, = x(tk + h) - x(tk) — hOéf(tk, x(tk)) — h(l — Oé)f(tk+1,$(tk+1))

= x(tp +h) — z(t) — aha'(t) — (1 — a)hx'(t), + h)

h h
= hﬂfl(tk) + ?iﬁll(tk) + g

—(1 — Oé) (hl’,(tk) + hQCL’”(tk) + };m”’(tk) + 0(h3)>

2" (ty) + o(h?) — aha'(t;)

W (5= (=) () + 0 (5 = 2) () + o),

zatem rzad schematu jest > 1 oraz réwny 2, jesli a = % (schemat trapezéw).
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Cwiczenie: Pokazaé ze schemat Taylora jest rzedu 2.

W dalszej czesci rozwazan zajmiemy sie tylko schematami otwartymi, lecz
wszystkie twierdzenia prawdziwe beda réwniez dla schematéw zamknietych.

Definicja 3.1.4. Schemat xyy1 = zi, + hos(h, ty, zx) jest zgodny, jesli
19 funkcja ¢y jest ciagta,

2° spehlia warunek Lipschitza
05 (ht, ) — dp(h,t,y)| < Llz —yl,

3° ¢f(0at7 'T) = f(t,.T)

Cwiczenie: Sprawdzi¢ czy znane nam schematy sa zgodne.

Lemat 3.1.1. Niech a,b bedg stalymi dodatnimi takimi, Ze cigg {u,} spetnia
warunek
|tes1| < alp| +b dla k=0,1,2... (3.1.12)

Wowczas .
a®—1
“=b gdya#1

(3.1.13)
kb gdya=1

|k < a¥|pol + {

Dowéd. (indukcja)
1° Dla k = 0 zachodzi réwnos¢.
2° Zatozmy ze teza jest prawdziwa dla pewnego k. Wéowczas

(aa::11 + 1) b gdya#1
(k+1)b gdy a =1

akJrl_
Ty b edya#l
(k+1)b gdya=1

a0 alp] +b < a" M pol + {

Twierdzenie 3.1.2. Jesli schemat jest zgodny, to jest zbieziny.
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Dowéd. Oszacujmy btad globalny e, = x(tx) — z. Wiemy, ze
Ti+1 = Tk + h¢(h7 tk‘a l’k)
oraz

T (tri1) — x(tr)
h

z(tpr1) = x(ty) + h = z(ty) + ha'(t + 6h)

dla pewnego 0 < 0 < 1. Zatem

€1 = € + h [(¢(h, tk, l‘(tk)) — ¢(h, tk, ZUk))
+(#(0, th, x(tr)) — d(h, tr, 2(tr)))
+(f(ty + Oh,x(ty, + Oh)) — f(tg, x(tx)))]

leksa| < Jex| + Lhler] + R [[(0, ty, z(t)) — d(h, tr, 2(tr))]
+ | f(ty + Oh, x(ty + Oh)) — f(te, x(tn))]] -

Potézmy R = |xo| + M (T — ty) oraz

e(h)= sup |¢(h,t,x)—¢(0,t,z)|+ sup |f(t,z)—f(t, 2")]. (3.1.14)

t,t'€[to,T] t,t'€[to,T]
|zl <R jt—t/|<h
] 2’| <R
|lz—z'|[<Mh

Poniewaz ¢ jest funkcja ciagta, wiec e(h) — 0 dla h — 0. Poniewaz x(t) jest
rozwiagzaniem problemu Cauchy’ego (3.1.1), wiec

(1) — () = | [ Fr.w(r)dr] < Mt 1]
oraz |z(t)| < |xo| + M(T — ty) = R. Stad
lex1| < (1+ hL)|ex| + he(h) (3.1.15)
Korzystajac z lematu 3.1.1 otrzymujemy

Mh h dv L £ 0
|ek|<<1+hL>k|eo|+{ e nelh) gdy L# (3.1.16)

khe(h) gdy L =0.
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Ponadto, gdy t = to + kh, to
(1 4+ hL)F < Mh = elli=to)  L(Tt0) (3.1.17)

oraz eg = xg — xo(h). Zatem

L(T—tg)
£ h dy L #0
el < T () — ol 44 7 ) BWEAO g 44
(T —to)e(h) gdy L =0.
Stad
,lllir(l) er = 0.
[ |

Twierdzenie 3.1.3. Jesli schemat (53.1.8) jest rzedu p, zgodny oraz, jesli
rozwigzanie problemu Cauchy’ego (3.1.1) jest klasy CP*([to, T)), to

lex] < O(|zo(h) — zo|) + O(R) (3.1.19)
Dowéd. Tak jak w poprzednim dowodzie

erv1 = ex — hd(h,ty, xx) + 2ty + h) — x(ty)
= e+ h<¢(h7 tk7$(tk)) - ¢(h7 tk7xk)) + Tk
Zatem |egy 1| < (1+ hL)|ex| + ChP™t. Stad
o(T—t0)L

Chp dy L #0
|€k| < 6(T—t0)L|60| + L g y 7é
(T — to)Chp gdy L=0.

(3.1.20)
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3.2 Schematy Rungego-Kutty

Definicja 3.2.1. Schemat ¢ nazywamy r-poziomowym schematem Rungego-
Kutty, jesli

¢f(ha t7x) = ZciKi7
i=1
gdzie K1, ..., K, sa uwiklane wzorami
Ki = Ki(h,t,x) = f(t+hY_ by, x4+ 7Y b;K))
j=1 j=1
dlaz=1,..,r.

Jesli bj; = 0 dlai > j, to K; wyraza si¢ w sposob jawny

Ky = f(t,z)
i—1 i—1
K; = f(t_'_hzbij,x—f‘thinj) dlai:2,...,r.

j=1 j=1

Wyznaczmy wszystkie sensowne otwarte 2-poziomowe schematy Rungego-
Kutty, czyli schematy postaci:

Tpp1 = T + M1 Ky + ¢ K>)
Ky = f(tr, x1), Ko = f(t + hb, x) + hbf (L), x1)).
Wyznaczmy btad lokalny tego schematu
gdzie ¢(h, tg, xx(t)) = c1fr + caf (ti + hb, x5 + hbf).
Przypomnienie: 2-wymiarowy wzor Taylora
f(xl + hl, i) + hg)
1
= f(a1, 1) + Df(x1,22)(hy, ho) + 5DQf(gcl, x9)(hi, he)? + o(h? + h3)
= f(z1,22) + fo, (X1, 22) 1 + fo, (21, 22) ho
1
+§<fx1m1 (21, 22)hT + 2 faran (X1, 22) Py + fanes (1, 22)13) + (T + h3).
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Zatem

= i fe + cof (tg + hb, 2y + hbfy)

1
= (c1+co)fr + calbhfip + bhforfi + §(b2h2ftt,k + VB2 frp i f + O*D2 frwr f7)] + o(h?)

1
= (c1 4+ c2)fe + cobh(fip + forfi) + §C2b2h2(ftt,k + 2fienfi + franfr) + o(h?),

natomiast

2 3

x(ty + h) —x(ty) = hl‘/(tk) + };x”(tk) + %I/H(tk) + O(hg),

o'(te) = flopz(ts) = fr
a"(te) = filte, 2(te)) + falte, 2(t6))2"(tk) = for + fopfr
"(te) = fur+ fonfe + Fopfi + foasn + Fosin + Fo e
czyli
x(ty + h) — x(ty)

= hfp+ };(fm,k + farfi) + }g(ftt,k + 2fronfi + foanfi + forfen + forfi) +o(h?).

Stad
e = (U= (et e)hfi+ (5 — b2+ foxfi) +

+h3((é - ;Csz)(ftt,k + 2k + foonfi) + é(kaftk + fg?kfk))

+o(h?).

Jesli ¢ +¢co = 1, b = %, to rzad schematu jest réwny 2 i nie mozna go
polepszy¢. Podstawiajac ¢y =0, co =1, b= % otrzymujemy

h h

Tp1 = o + hf (e + 50kt 5f,f) (3.2.1)

zmodyfikowany schemat Eulera, natomiast dla ¢; = ¢ = %, b = 1 otrzymu-

jemy

fe + [, o + hfy)
2
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schemat Henna.
Cwiczenie: Pokazaé, ze zamkniety schemat Rungego-Kutty postaci:

1
Tht1 = Tg + §h(K1 + Ks)

1 3 1 1 3
Ky = f(tx + h(5 + \g), e+ ph K+ (5 + {)Kz) (3.2.3)
1 V3 1 V3 1
Ky = f(ty + h(§ — ?)#Uk + (Z — ?)hKl + Zth)
ma rzad > 3

3.3 Praktyczne zastosowania schematéw numerycznych

Rozwazmy problem:

{ () = f(t,z(t)) dla t € [to, T]
ZL’(to) = Xy,
gdzie f : [to, T]xR — R jest funkcja ciagta, ograniczona i Lipschitza ze wzgle-
du na z. Chcemy rozwigzac¢ to rownanie stosujac pewien schemat zgodny ¢y
rzedu p. Dodatkowo chcemy znaé rozwigzanie ze z gory zadang doktadnosciag
E,. Jesli bedziemy stosowac schemat ¢ ze staly dlugoscig kroku réwng h,
to wiemy, ze |ex| < ChP. Jednak stala C' jest zwykle bardzo duza i chcac
zachowac¢ nierownos¢ Ch? < E, musimy wykonywac¢ bardzo mate kroki, co
nie jest wygodne.

Alternatywa dla tej metody jest ciggta zmiana dtugosci kroku. Sprobujmy
dobra¢ tak dtugosé¢ krokéw, zeby

(3.3.1)

by — to

= |x(tg) — <FE 3.3.2
lex] = [z(tk) — ] T 1, (3.3.2)
Zanim przejdziemy do opisu metody sformutujemy przydatng uwage.
Uwaga 3.3.1. Niech
"(t) = f(t,x(t "(t) = f(t,y(t
Y = flta(0) [y = f(ty() 533)
z(to) = o y(to) = vo

Wéwezas

z(to +h) —y(to +h) = (zo — yo)(1 + O(h))
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poniewaz

w(to+h) —ylto+h) = x0+2(te)h —yo — v (to)h + O(h?) =
= 20— Yo + (f(to, o) — f(to, yo))h + O(h*) =
= (20 — ¥o) + fx(to, yo)(zo — yo)h + O(h?)
= (zo—y0)(1+O(h))

Zat6zmy, ze skonstruowali$my juz xy, tak aby spetnialt (3.3.2). Wykonajmy
teraz krok dtugosci h (to whasnie ta dlugosé kroku bedzie p6Zniej dobierana)
wykorzystujac schemat ¢, czyli

Thy1 = Tk + h¢(h, tk, l’k) (334)

Niech u jest rozwiazaniem problemu Cauchy’ego (3.3.1) z warunkiem poczat-
kowym u(ty) = xp. Wowczas

lerr1| = |2(trr1) — Tep| < |2(thir) — ultprr)| + [u(then) — Tl (3.3.5)

Korzystajac z Uwagi 3.3.1 mamy

[2(tks1) —ulter)] = [z(te) — zl(1+ O(R)) = lex|(1 + O(h))
< Egtjﬁ:z;](lJrO(h))
Ponadto

[u(terr) — Trpa| = [u(thyr) — ulty) — ho(h, e, u(ty))]

3.3.6
= Iral = [RIWH + O(2), (3.3
gdzie r, = RhP™! + O(RP+?)

Zauwazmy jeszcze, ze wystarczy wiedziec, ze:
E,h

thy1) — < 2 3.3.7

ultis1) — Tat T — 1, ( )

Woéwcezas |ep+1| < By t’“;:izoto. Gdybys$my znali R to mogliby$my wywnio-

skowaé (3.3.7) na podstawie (3.3.6). Spréobujmy wyznaczy¢ R. W tym celu
rozwazmy w - rozwigzanie problemu Cauchy’ego (3.3.1) z warunkiem poczat-
kowym w(tgs1) = Tgi1 oraz wiio = xx + 2hp(2h, tg, xy). Niech

Ty = Tyt + RO, g1, Tigr) = W(tegr) + hd(h, trpr, w(tey)).
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Wéwecezas:
Wit — Thrg = — (Utpr2) — Wrt2) + (U(try2) — w(tkia))+ (3.3.8)
+ (W(thta) — Tga). e
Ponadto:

W(thi2) = Thyo = W(tpo) — W(ter1) — o (b, thyr, w(tri1))
RhPTL O(hp+2)

na mocy Uwagi 3.3.1

u(lp+2) —w(tky2) = (u(tes1) — w(tes1)) (1 + O(h))
= (u(trs1) — zp1) (1 + O(R))
(u(thsr) — u(te) — ho(h, ty, u(t)) (1 + O(h))
(th+1 + O(hp+2))(1 + O(h)) _ th-H + O(hp+2)
U(tpao) — Wryo = ultpyo) — u(ty) — 2hP(2h, ty, u(ty))
= R(2R)P*' + O(RPT2).

Zatem
Trpo — Wpyo = 2(2° — 1)RAPT 4 O(RPT2) (3.3.9)
stad
1 —
|R|hP* = ZW + O(hP+?) (3.3.10)
oraz
1|w -
[u(tri2) — Thyo| = QW + O(h*?)
(3.3.11)
|Wit2 — i
o1
Jesli )
[Wh+2 = Tito] < (3.3.12)

2 —1 T IT -t
to mamy dobre ograniczenie btedu. Jesli nie, to musimy skréci¢ krok do vh.
Przy czym v musimy dobrac tak zeby

[u(tira) = Trsa| = [RIPPHRPE + O(RPH?)

< il = el o p R
2r —1 T —t

(3.3.13)
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Wystarczy zatem wziac:

1

E h 2 —1 P

v = ( . ) (3.3.14)
T —ty |wWgt1 — Tpyol

W praktyce, wygodnie jest stosowa¢ nastepujacy algorytm:

1. Dane sa {tg,xx, ho}, gdzie (tg,x)) jest przyblizonym rozwiazaniem w
tx, zas hy dtugoscia kroku.

2. Wyznaczamy (poprzez schemat) wartosci xy,1 idac z krokiem dtugosci
ho z (tg,x), Treo idac z krokiem dtugosci hg z (tgy1, Try1) Oraz wyyo
idac z krokiem dtugosci 2hg z (tx, T)-

A

Eg hO . 2P—1 )
T—ty |Tp2—wriol

0,8 z dodatkowym ograniczeniem: % < hy < 5hy.

3. Wyznaczamy ~ = ( oraz kladziemy h; = cyhy (¢ =

4. Jesli hy < hg, to sprawdzamy czy

‘-Tk+2 - wk+2‘ ho
<FE 3.3.15
2’ —1 T —t ( )

(a) Jesli nier6wnosé jest speliona, to akceptujemy warto$ci g1, Tri2
jako rozwiazanie i przechodzimy do 1) z {tx12, k12, ho}-

(b) Jesli nie jest spelniona, to wracamy do 1) z {tg, x, h1}.

5. Jesli hy > hg, to akceptujemy wartosci xyy1, Tpio jako rozwigzanie i
przechodzimy do punktu 1 z {¢;10, Txio, h1}.
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4 Uktady réwnan liniowych

W tej czesci wyktadu bedziemy rozwazaé¢ réwnania liniowe, czyli rownania
postaci

2'(t) = A()x(t) + b(t) dla t € [to, to + al, (4.0.16)

gdzie A(t) jest dxd-macierza, czyli A(t) = [a;;(t)]ij=1..a, gdzie a;; : [to, to + ] —

R ciggle, oraz b(t) € RY gdzie b : [tg,to + a] — R? jest funkcja ciagla.

Jesli A, b sg funkcjami statymi to méwimy o réwnaniu liniowym o statych
wspoétezynnikach. Jesli b = 0, to réwnanie nazywamy jednorodnym.

Dla dowolnego przeksztatcenia liniowego A : R¢ — R? oznaczmy

|A|l = sup ||Az]] (4.0.17)

flz(l=1

Woéwcezas dla dowolnego z € R? mamy

[ Az = HA(H H)HHxH < [l
Ponadto
d d d d d d d
2 2 2 2 2
[ Az = Z(Z a;T;)” < Zzazj Z% = Zzaij||17||> (4.0.18)
i=1 j=1 i=1j=1 k=1 i=1j=1
zatem ||A]| < /X, ; af;. Réwniez
A+ Bl < [|A[l + | B]] (4.0.19)

poniewaz gdy ||z|| = 1 to wtedy
(A + B)z| < |[Az|| + || Bz|| < [|Allllz]l + | Bllll=]] = [|All + [ B]|. (4.0.20)

Stad
A+ Bl = sup [(A+ B)z| < [|All + [|B]|- (4.0.21)
Niech R 5 ¢t — A(t) € Myxqa(R) bedzie funkcja ciaglta. Wéwcezas pokaze-
my, ze t — ||A(t)|| tez jest ciagla. Zatézmy, ze t;, — t. Wowczas

| A(ty) — Z (aij(ty) — aij(t))? — 0. (4.0.22)
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Ponadto

A < [[A() = AD + [[A@)]]

LA < 1A = Al |+ A (4.0.23)

stad ||| A(t) || — |A@®)]] < ||A(t) — A(tg)|| — 0, zatem t — ||A(¢)|| jest funkcja

ciagla.

Twierdzenie 4.0.1. Dla dowolnego xq € R? problem Cauchy’ego

{ 2'(t) = A(t)x + b(t) (4.0.24)
SL’(t()) = X
ma dokladnie jedno rozwigzanie na [ty,to + o] (@ € RT U {oc}).
Dowdd. Oznaczmy f(t,x) = A(t)x + b(t). Wowcezas

1t x) =yl = [[A@ (@ = )| < [AD ]z =yl (4.0.25)

Ponadto funkcje (¢, x) — f(t,x) oraz t — ||A(t)|| sa ciagle. Zatem f spelnia
zatozenia Wniosku 2.2.6.

Dla dowolnego rownania
Z'(t) = A(t)x(t) + b(t) (RNJ) (4.0.26)
przez (RJ) bedziemy oznaczaé réwnanie
Z'(t) = A(t)z(t). (4.0.27)

Twierdzenie 4.0.2. 1. Rozwigzanie réwnania (RJ) tworzy d-wymiarowq
przestrzen liniowq.

2. Jesli xo(t) jest pewnym szczegdlnym rozwigzaniem (RNJ) oraz xq(t), .. ., x4(t)
tworzg baze rozwigzan (RJ), to kazde rozwigzanie (RNJ) jest postaci

z(t) = zo(t) + crzi(t) + ...+ cqza(t),c; €R (4.0.28)
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Dowdd. 1. Niech E bedzie zbiorem wszystkich rozwiazan (RJ). Niech x,
xo € E oraz x(t) = cyxq(t) + x2(t). Wowczas:

2'(t) = 12 (t) + cary(t) = crA(t)z1(t) + 2 A(t)xa(t) = A(t)x(t). (4.0.29)

Stad z € E. Nastepnie udowodnimy, ze dimFE = d.

Rozwazmy przeksztalcenie liniowe L : E — R? dane wzorem: L(x) = z(to).
Ze wzgledu na poprzednie twierdzenie dla dowolnego y € RY istnieje do-
ktadnie jedna funkcja x spelniajace (RJ) oraz L(z) = z(ty) = y, zatem L
jest “na,. L jest réwniez réznowartosciowe. Wezmy x € E takie, ze L(x) =
x(tp) = 0. Oczywiscie funkcja x(t) = 0 dla t € [ty,to + ] jest rozwiazaniem
(RJ) z warunkiem poczatkowym z(tg) = 0. Ze wzgledu na jednoznacznosé
rozwigzan (RJ), r = 0. Poniewaz L : E — RY jest izomorfizmem przestrzeni
liniowych, wigec dimE = d.

2. Jesli x jest rozwiazaniem (RNJ) to tatwo sprawdzié, ze

r—1x9 €EF (4.0.30)
|

Twierdzenie 4.0.3. (Liouwville’a) Niech Y (t) bedzie d x d-macierzq spelnia-
jacq rownanie
Y'(t)=At)-Y(t) tE€ to,to+al (4.0.31)

Oznaczmy A(t) = detY (t). Wowczas:

A(t) = Alte)eds ™D dia t € (1o, to + a. (4.0.32)
Dowo6d. Niech
yi ()
/
Y(t) = yQ:( ) (4.0.33)

ydkt)
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Wéwezas 1/, (t) = 2%, ari(t)y;(t). Ponadto

d

A'(t) = d—detY(t) = ZZ sgn(0) Y101y (1) - - - - - Ydo(a)(t)

= ZZSQTL )Yo)(t) - Yoy (8) - -+ Yao(@) () =

RAGE [ Y1 (t)

d : d :
= Yodet| y(t) | =D det | S ari(t)yi(t)
k=1 . :

L yd'(t) | L ydkt) |

d 2 d
api(t)det | yi(t) Z t)detY (t) = trA(t)A(t).
1 : k=1

d
=
k=1

=

L Z/d.(t) J

Czyli A'(t) = trA(t)A(t). Latwo sprawdzié, ze jedynym rozwigzaniem tego
rOwnania jest
¢ trA(r)dr

A(t) = Alto)eo (4.0.34)
n

Definicja 4.0.1. Macierza fundamentalng (rozwigzaniem fundamentalnym)
réwnania z’(t) = A(t)z(t) nazywamy funkcje t — Y (t) € Myxq(R) taka, ze

{ Y'(t) = A)Y (1)

detY (8) £ 0 (4.0.35)

Jedli dodatkowo Y (ty) = Id to bedziemy je oznaczaé Y (t,tp).

Whniosek 4.0.4. Kazde réwnanie jednorodne posiada macierz fundamental-

ng.

Dowéd. Niech xy, k = 1,...,d bedzie rozwiazaniem (RJ) z warunkiem po-
k

czatkowym xy(t9) = (0,...,1,...,0). Polézmy wéwczas

Y(t) = [21(t) ... za(t)]. (4.0.36)
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Wtedy
AY (t) = [A(t)x1(t) ... A(t)xa(t)] = [21(8) ... 2 (t)] = Y'(t).  (4.0.37)

t t
trA(T)dr _ 6‘['50 trA(T)dr

Ponadto detY (t) = detY (ty)e’to # 0.

Uwaga 4.0.2. Jedli Y (t) jest dowolnym rozwiazaniem fundamentalnym réw-
nania 2'(t) = A(t)z(t) to rozwiazanie problemu Cauchy’ego

e
ma posta¢ x(t) = Y (¢)Y (to) ™! - zo, poniewaz
2(t) =Y )Y (tg) " xg = ALY ()Y (to) " - o = A(t)x(t)

oraz
l’(to) = Y(t)Y(to)_l Ty = IdZL‘() = Xyp-

Zatem Y (t,to) = Y ()Y (to)*.

Twierdzenie 4.0.5. Rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego

2(t) = A(t)z + b(t)
{ 2(ty) = 70 (4.0.39)
jest postact
2(t) = YOV (to)zo + V(1) [ Y1 ()b(r)dr (4.0.40)

to
gdzie Y (t) jest dowolnym rozwigzaniem fundamentalnym.

Dowdéd. Niech Y(t) = [x1(¢) ... z4(t)]. Woéwezas dowolne rozwiazanie (RJ)
jest postaci
z(t) = 1y (t) + ... + cqzq(t). (4.0.41)

Aby rozwiazaé (RNJ) zastosujemy metode uzmienniania statych tzn. rozwia-
zania bedziemy szukaé¢ sposrod funkcji postaci

z(t) = c1(t)x1(t) + ...+ ca(t)za(t), gdzie ¢; : [to,to + ] = R (4.0.42)
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Oznaczmy c(t) = . Wéwezas z(t) = Y (t) - ¢(t). Po podstawieniu do

ca(t)
(RNJ) otrzymujemy:

z drugiej strony
() =Y (t)e(t) + Y () (t) = AQ)Y (t)c(t) + Y (t)c(t).

Stad Y (t) - ¢(t) = b(t) oraz ¢(t) = Y (¢t)7'b(t). Zatem

Ponadto xy = Y (to)c(to) wiec

o) = Yto) wo+ [ Y (7)b(r)dr

to

Czyli: t
z(t) =Y (#)Y (to) two + Y(t) [ Y H1)b(T)dT (4.0.43)

to
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4.1 Rownania liniowe o stalych wspdétczynnikach

Rozwazmy rownanie postaci:
' (t) = Ax(t), A € Myyq(R). (4.1.1)

Przypomnijmy, ze na Mgy 4(R) mamy norme zdefiniowana nastepujaco || Al| =
SUP||z|1=1 || Az|].

Fakt 4.1.1. Przestrzeri Maxq(R) 2z metrykqg d(A, B) = ||A — B|| jest prze-
strzeniq zupetng, czyli kazdy cigg fundamentalny jest zbiezny. Przypomnijmy,
ze {x,} jest fundamentalny (Cauchy’ego), jesli:

v6>03n0vn,n>nod(~rn7 Im) <e. (412)

Rozwazmy cigg s, = Id+ A + A; +... 4+ A—,, Wowczas:

(s A = IIAH IIAH
1=n—+1 1=n—+1 ' i=n+1
gdy n — oo, wiec s, jest fundamentalny.
Definicja 4.1.1.
e.¢] An
= lim s, =) (4.1.4)
n—oo n—0 n!

Lemat 4.1.2. Jesli B-C = C - B, to ePT¢ =B . ¢C.

Dowdd. Po pierwsze jesli B-C' = C- B, to (B+C)" =Y}, ( ) BrECnk

(zostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie). Ponadto

[e.9] n
P = 3

n=0 n! n=0 nl l;)
co n Bk Cnfk Bk Cnfk
a n—Ol;) k)' OSEnk'(n_k)'
0o 0O Bk Cm k Bk Cl B c
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Aby w sposéb nieformalny znalezé rozwigzanie problemu

{x/(t) = Ax(t) (4.1.5)

$(t0) = 29

poshuzymy sie dowodem tw. Picarda. Rozwazmy ciag funkcji

Yo = To
t (4.1.6)
Yna1(t) = 20 + t Ay, (T)dT.
0
Wéwcezas
A%(t —to)? A™(t — to)"
yn(t) = ([+A(t—t0)+(20>+...+(n|o))[£0. (417)

Ten fakt udowodnimy indukcyjnie.

1° n = 0 oczywiste.

2° zaldzmy, ze y,(t) = S7_, Ak(t,;!t())kaso. Wéwezas

t n Ak,r_t k
Yn1(t) :$0+/ Azuﬂ?odT

to k=0 k'
=) AR — 1)t
=2+ / dr - A"ty = 29 + Zo
,;0 o K kz::o (k+1)!
”il (A(t —t0))"
= 0
b k!
(4.1.8)
Poniewaz ,, Jed, x, gdzie x jest rozwigzaniem, wiec
z(t) = eAt0) g (4.1.9)

Twierdzenie 4.1.3. ! jest rozwigzaniem fundamentalnym x' = Ax. (Y (t,0) =
eAt)
Uwaga 4.1.1. Y (t,ty) = Y (t,0)Y (t5,0) 7! = etdetoA = eAlt=t0),

Przypomnienie z analizy: Niech f, : [a,b] — R ciag funkcji klasy C*,

taki, ze ciagi f,, f, sa jednostajnie zbiezne, to f = limf, jest klasy C! oraz
f=1limf].
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Dowdéd. Musimy pokazac, ze

d
%eAt = Ae dla dowolnego t € R (4.1.10)

Rozwazmy ciag s,(t) = > 1_, Az,tk. Dla dowolnego a > 0, na mocy kryterium

Weierstrassa s, jest jednostajnie zbiezny na [—a,a] do e, poniewaz dla
t € [—a,a] mamy

AFtk | A% ||a* > || A*||a*
== 07 llAlle
I= I < T oraz <> o =

Ponadto
d n Aktk n Aktkf 1

sh(t) = %Z = > = As, (1), (4.1.11)

Zatem ciag s, jest jednostajnie zbiezny na [—a, a] do funkcji A - e, Zatem

Led = lims),(t) = Ae? dla t € [—a,a] dla dowolnego a > 0, wiec dla
wszystkich ¢ € R.
|
Przypomnienie z algebry: Klatka Jordana
A0 0 0]
1 X0 0
JeA) =10 1A 0 (4.1.12)
T
100 0 1 A
Dowolna macierz zespolong A € Myy4(C) mozna przedstawi¢ w postaci:
A= PJP !, gdzie detP # 0 (4.1.13)
oraz
[Jk1(A1)] 0 e 0
J= 0 [7k2(%2)] (4.1.14)
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gdzie A1, ..., \. sa wszystkimi wartoéciami wlasnymi macierzy A. Wowczas:
At=(P-J-PHYy'=p.J". P! (4.1.15)
oraz
ar_ o= (A" & Jf)"P ' = )" 1 s
e —nz:% 2:: —PT;) o P~ = Pe’P
Zatem wystarczy wyznaczy¢ y.>° (Js!)n = ¢’!. Latwo sprawdzi¢, ze
Jr 0 - 0
| 0 (4.1.16)
0 0 JT
Zatem
(Jit)" 0 0 eltt 0 0
=1 0 (Jof) 0 el
Jt 2 _
=2 A b
0 0 s () 0O 0 ... et
(4.1.17)
Stad wystarczy wyznaczyé: e’ Poniewaz Ji,(\) = A - I + K}, gdzie
(00 0 - 0]
1 0 0 0
K,=101 0 - 0 = J(0),
00 -~ 1 0]

wiec ehWVE = M. Bt (poniewaz I - Ky = K}, - I). Macierz K}, posiada te
wtasnosé, ze

n

FT o4l dlan<k—1 (4.1.18)

oo~ o -
oL oo -
—o oo -
coo o -
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oraz K =0 dlan > k. Zatem

= Kpt" -t

t2
Ry = =T+ Ki+-Kpi+... Kt
‘ nz:‘; n! * k+2 Bt +(n—1)! F
- ]
t 1 0
% 1 (4.1.19)
— 2
ER L
k—1 2
= 7 t 1]
Stad
- -
t 1 0
TNt _ A % £
RN — 2 4.1.20
e e % % t 1 ( )
k—1 2
L (2—1)! T ot 1 |
Oraz
[eJkl(M)t] 0
eh=p P! (4.1.21)

Uwaga 4.1.2. 1. JeSli A = a +ib, to e = e (cos(at) + isin(bt)).

2. Zalézmy, ze A = a + ib jest wartoscia wlasna A € My.4(R). Zatem
jest pierwiastkiem wielomianu charakterystyczego p(7) = det(A — IT),
ktéry ma wspolezynniki rzeczywiste. Stad A jest pierwiastkiem p z tg
sama krotnoscia co A.

Whniosek 4.1.4. Niech A € Myyq(R) oraz N, (1 <1 < k) sq jej pierwiast-
kami rzeczywistymi wielokrotnosci v, oy +iw; (1 < 1 < s) sq zespolonymi
wartosciami wlasnymi o krotnosciach py (X5 v+ 235, = d). Wéwczas
dowolne rozwigzanie réwnania ' = Az sq postaci: x(t) = (z1(t), ..., zq(t)),
gdzie

z;(t) = Z: e’\ltpl,j () + Zs: e (q;(t) cos(wit) + ry () sin(wit))
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oraz prj, quj, T; $@ wielomianami o wspétczynnikach rzeczywistych stopnia
odpowiednio mniejszego od vy, iy, ;-
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4.2 Roéwnania liniowe wyzszych rzedéw

W tej czesci wyktadu bedziemy rozwazac¢ réwnania liniowe wyzszych rzedow,
czyli réwnania postaci

u® () + pror (OuF V(@) + .+ po(Bult) = f(t) (RNJ)

u® () 4+ o (DU () + ..+ po(t)ult) =0 (RJ), (4.2.1)

gdzie szukana jest funkcja u : [to, to + a] — R klasy C*, za$ danymi sq ciagte
Doy, Pk—1, f ¢ [to, to+a] — R. Rozwazmy (RNJ) z warunkiem poczatkowym

U(to) = To, - - - ,u(kfl) (to) = Tk—1 (422)
Zredukujmy to réwnanie do réwnania pierwszego rzedu, czyli potézmy:
z1(t) = u(t), zo(t) =u'(t),. .., zp(t) = u* Y (1),

x(t) = (z1(t), ..., zx(t)).

Wéwcezas

(4.2.3)
(1) = w0 (1) = 24 (1)
2 (t) = uM (t) = —po(H)21(t) — ... = proa(B)ar(t)) + f (1),
czyli
2'(t) = A(t)z(t) + b(t), (4.2.4)
gdzie
[0 1 0 0 ]
0 0 1 0 0
Ay =] : L : oraz b(t) = |
0 0 0 e 1 f?t)
| —po(t) —pi(t) —pa(t) - —pea(t)
oraz x(ty) = (g, ..., Tr_1). Poniewaz problem Cauchy’ego

{x’(t) = A@®)z(t) +b(t)

ZL‘(to) = (CC(),...,ZEk_l)
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posiada doktadnie jedno rozwiazanie oraz u(t) = x1(t), wigc mozemy sfor-
mulowaé nastepujacy wniosek.

Whniosek 4.2.1. Problem (RNJ) z warunkiem poczgtkowym 4.2 posiada do-
ktadnie jedno rozwigzanie.

Stwierdzenie 4.2.2. 1. Rozwigzania réwnania (RJ) tworzq k-wymiarowq
przestrzen liniowq

2. Jesli ug(t) jest pewnym szczegdlnym rozwigzaniem (RNJ) oraz uy, ...,
uy tworzq baze rozwigzan (RJ), to kazde rozwigzanie (RNJ) jest postaci
u(t) = up(t) + crug(t) + ... + crug(t).

Dowéd. Oznaczmy przez E zbiér rozwiazan (RJ). Latwo sprawdzi¢, ze F
jest przestrzenig liniows. Rozwazmy operator liniowy L : £ — R* postaci:

L(u) = (u(to), u'(to), - .., u® " (ty)) (4.2.5)
Ze wzgledu na wniosek 4.2.1 L jest odwracalny, wiec dimFE = k.

Przejdzmy teraz do rozwazan na temat rownan jednorodnych o stalych
wspotczynnikach, czyli rownan postaci:

u® (1) + ap_u® V() + ...+ agu(t) = 0. (4.2.6)

Aby wyznaczy¢ baze rozwigzan tego réwnania musimy znalez¢ wartosci wta-
sne macierzy

0 1 0 0 ]
0 1 0
A= 3 P : (4.2.7)
0 0 0 1
| —% —a1 —a2 -+ —0g-1 |

czyli pierwiastki wielomianu charakterystycznego

A -1 0 - 0

o x -1 -- 0
p(A) = det(—A+ M) =det | : : . :

o 0 0 --- -1

ap ar  az o A+ agq |

= N4a, N1+ +a.
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Ostatnig rownos¢ udowodnimy indukcyjnie

1°n =1 detlag + A\] = A + ag

2° Zatézmy, ze det(A — Ap) = M\ +ap_ A\F71 + ...+ ag. Policzmy

det(—Ak+1 + )\I)

A =1 0
0 A -1
= det : :
0 0 O
I ag Qg a9
A —1
0 A
= (A+ai)det
0 0

= A4 a) N+ N (ap_ — DN Fap oA+ ..+ ag

ML N+ a.

+ det
A

Qo

3]

a2

51

(= (ag—1— M)+ A)

Zatozmy, ze A\, (1 < 1 < s1) sa wszystkimi pierwiastkami rzeczywistymi wielo-
mianu p z krotnosciami v, oraz o, iw,, (1 < m < sq) sa wszystkimi zespolo-
nymi pierwiastkami o krotnosciach p,,,. Woéwezas Y20 nup + 23072 o, = k.
Jedli przez E oznaczymy przestrzen rozwigzan rownania (4.2.6), to na mocy

Whniosku 4.1.4 mamy:

E C E' = span{tPeM’ t1e®" cos(wpnt), t"e™™" sin(wp,t);

1<I<s,1<m<s,0<p<,0<q,7 < i}

Ponadto wiemy, ze

s1

dim E' < Z

=1
Whniosek 4.2.3. E = FE' oraz

S2
VZ—I—ZZum:k::dimE.

m=1

PN’ 19 cos(wmt), 1€ sin(wmt),

(4.2.8)

gdzie 1 <1 < 51,1 <m < 89,0 < p<y,0<q,r < )} stanowig baze

rozwigzan ukltadu

u® 4 ak_lu(k_l) + ...+ agu = 0.
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4.3 Liniowe rownania réznicowe

Definicja 4.3.1. Liniowym uktadem réznicowym rzedu ¢ nazywamy roéwna-
nie postaci

(%) aork + a1%p41 + ...+ Qg =bp dlak =0,1...
gdzie ag # 0, a, # 0. Dla by, = 0 réwnanie to nazywac bedziemy jednorodnym.
Przy ustalonych warunkach poczatkowych
To = Wo, ..., Tq-1 = Wy—1
istnieje doktadnie jeden ciag spelniajacy () i warunki poczatkowe, poniewaz

ZNajac Ty, . .., Tpig—1 MOZEMY WYZNACZYC Thiq

1
Thtq = ;(bk — (@oTk, + 1Tk41 + -+ Qg 1Th1g-1))
q

Zajmiemy sie¢ rozwigzaniem réwnanie jednorodnego
(**) aoTE + A1Tk41 + ...+ QqTfyq = 0.

Latwo pokazaé, ze zbiér rozwiazan (xx) stanowi g—wymiarowa przestrzen
liniowg. Niech

q
p(A) =D a\
=0
bedzie wielomianem charakterystycznym roéwnania ()

Twierdzenie 4.3.1. Jesli \y jest s—krotnym pierwiastkiem wielomianu cha-
rakterystycznego, to ciggi

PiY ANl = 1) (= s 205
stanowig uktad liniowo niezaleznych rozwigzan (*x).

Dowéd. Sprawdzmy czy {n(n —1)...(n — 1+ 2)A37""} jest rozwiazaniem
(%) dla | < s.

g q
S artppn = Soap(n k) (n+k—1)... (n+k— 1+ 2N
k=0 k=0

dl—l
= A"p(AN)[a=x =0
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poniewaz g jest s—krotnym pierwiastkiem p. Jesli uktad otrzymanych rownan
stanowitby uktad zalezny, to istniaty by ¢, ..., cs # 0 takie, ze

g+ en T 4 Fenn—1)...(n—s+2)A\ T =0dlan € N.

Wstawiajac za n odpowiednio 0,1,...,s — 1 otrzymujemy
1 0 0 e 0 ] el
Ao 1 0 e 0
N (5D (s—D(s =27 ... (s—1D)] |e]

Poniewaz wyznacznik powyzszej macierzy jest rozny od zera, wiec sprzecz-
nos¢.

4.4 Liniowe schematy wielokrokowe
Rozwazmy problem Cauchy’ego

P(t) = f(talt) te [t T]

*)

Q?(to) = X
Definicja 4.4.1. Liniowym schematem ¢—krokowym nazywamy schemat po-
staci
(%) Qg Tt g+ Qg1 Thp g1+ - . F 1T F 0Tk = W(Bg frrqT- - L1 frr1+ B0 fr)

dla k =0,1,..., gdy a; # 01 |ag| + |Go| # 0. Schemat jest zamkniety, gdy
By # 0, w przeciwnym wypadku jest otwarty.

Obliczenia numeryczne dla schematu g—krokowego sa mozliwe, jesli znane
sa wartosci poczatkowe xy, . . ., x,_1. W celu ich uzyskania mozemy skorzystac
ze schematéw jednokrokowych, ktore sg samostartujace.

Oznaczenie. JeSli x(t) jest rozwazaniem (x), to wyrazenie

re = Zozjx(tk + jh) — hZﬁjf(tk + jh, x(ty + jh))

j=0 ij

q
= Y ayx(ty + jh) — hZﬁj (tr + jh)
=0
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nazywamy bledem lokalnym schematu (x). Schemat (xx) jest rzedu p, jesli
ry = O(hP*1) oraz ry # O(hPT2).

Zatozmy, ze x(t) jest rozwiazaniem (k) klasy C*°. Wéwezas dla dowolnego
p € N mamy:

‘ P (ty) 9
e +3) = 3 S Gy 4 o)

(Rt O,

n=1 ( - 1)'
stad
p+1 (n)(t ) p+1l _.(n) (t )
T k n T k) .n—11n
T’k:ZOé] | (jh) —Zﬁjz 1 'j lh +O(hp+2):
j=0 n=0 T i am (n—1)
q p+1 1 4 1 q ) )
j=0 n=1 §=0 n ) j=0
Oznaczmy przez
q
Cop = Z %
§=0
TR S
Cn =) gt = > B
nl = (n—1 =’
Whniosek 4.4.1. Schemat (%) jest schematem rzedup < cop=...=¢, =0

oraz cpp1 # 0

Przyktad 4.4.1. 1° Ze wzoru Taylora mamy

z(t+h) = z(t) + ha'(t) + sz”(t) + O(h?)
x(t —h) = x(t) — ha'(t) + h;x”(t) + O(h%).

Odejmujac stronami otrzymujemy

x(t+h) —x(t — h) = 2hf(t,2(t)) + O(h?),
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co prowadzi do schematu
Thio = Tp + 2R frpa
zwanego schematem punktu srodkowego, wtedy
ag=—1,a =1,06, = 2.
Wowczas

COZCY()—FOZQZO
c1 =20 — 3 =0

22 1

cy = EQQ 1!5 0 (4.4.1)
23 1

3 = 3' 51 §

zatem schemat jest rzedu 2.
2° Wazng rodzing schematow wielokrokowych sg schematy Adamsa po-
staci:

q
Thiq = Thtq-1 T hZﬁjfk—i-j, k=0,1... (4.4.2)

=0
Jesli B, # 0, to jest schematem zamknietym (Adamsa-Moultona), dla 3, = 0
jest otwarty (Adamsa-Bashfortha).

Jak wyznaczy¢ wspotczynnik ;7 Mozemy skorzystac ze wzoru catkowego

w(thsg) = oltirg ) + [ f(s,0(s))ds (4.4.3)

thtq—1

Natomiast funkcje podcatkowa przyblizamy wielomianem interpolacyjnym

Lagrange’a P, stopnia ¢, opartym na weztach w punktach ty, ..., 544, czyli
d g s — tk-i—m
= f(trsjs 2(tigy))(s)  gdzie [i(s) = ] . (44.4)
= Uetj — lktm
m=0
m#j
Uwaga 4.4.1.
P,(ts) = f(ts,x(ts)) dlas=k,....,k+q. (4.4.5)
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Zatem
9 (1 [thta
2(thiq) A T(thag-1) +h Y E/t Li(s)ds | f(trss, 2(ters)),  (4.4.6)
]:0 k+qg—1
gdzie
1 [th+q 1 [tetah d s —t, —mh
- l:(s)ds = = d
m=0
m#j
q _
- /q H S mds = ﬁj;
q J—m

-1
m=0
m#j

co prowadzi do zamknietego schematu Adamsa

q
Thtrq = Thigo1 + 1D B frts.
§=0
Policzmy rzad tego schematu. Oznaczmy

q q s —1m "
Wa(s)=> 11 - J (4.4.7)
=0 J—m
m=0
m#j
W, jest wielomianem stopnia < ¢. Pokazemy, ze W, (s) = s" dlan =0, ...,q.

Aby udowodnié¢ te réwnos¢ wystarczy ja sprawdzi¢ w ¢+ 1 réznych punktach,
np.w0,1,...,¢. Jesli k=0,1,...,¢q, to

Ponadto
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Czylic, =0dlan=1,...,g+1orazcy = 1—1 = 0. Ponadto wielomian s¢*!—
Wyt1(s) jest wielomianem stopnia ¢ + 1, a jego pierwiastkami sa 0,1,...,q.
Stad
s — Woii(s) =s(s—1)...(s—q). (4.4.8)
Zatem
Cora = ! /q (7T — W, y1(s))ds
o (g+ 1) Jg—1 o
q —1)...(s—
_ / ss=1)...(s=a) . _
q—1 (q + 1)'

Czyli rzad zamknietego g—krokowego schematu Adamsa wynosi g + 1.

Definicja 4.4.2. Mo6wimy, ze schemat g—krokowy (k%) jest zbiezny, gdy dla
dowolnego t € [to, T}, jesli:

1°t=ty+kh, k— 4o00,h—0,

2°x;(h) = x9 gdyh—0dlaj=0,...,¢—1,

to x, — x(t), gdzie x(t) jest rozwigzaniem (*), natomiast zo(h),...,x,1(h)
sg danymi startowymi schematu.

Lemat 4.4.2. Jesli liniowy schemat q—krokowy (xx) jest zbiezny, to wszyst-
kie pierwiastki wielomianu g(\) = Y _g a; N lezg w kole jednostkowym {z €
C;lz| < 1}, za$ te pierwiastki, ktére lezg na okregu jednostkowym {z €
C;|z| = 1}, sa jednokrotne.

Dowéd. Rozwazmy réwnanie 2'(t) = 0,2(0) = 0. Oczywiscie posiada ono
jedyne rozwiazanie x(t) = 0. W tym przypadku schemat () jest postaci:

OgThgq + Qg1Thyg1 + ... F 1Ty + oz, =0 dlak=0,1,...

Niech Ay bedzie pierwiastkiem g. Rozwazmy woéwczas dane startowe postaci
zj(h) =hXN) dlaj =0,...,q — 1. Wowczas x5, = hA§ dla dowolnego k. Jesli
t = kh, to zp = LAE. Jedli dodatkowo |[Ag| > 1, to |zy| = t% — +00, co
przeczy zatozeniu zbieznosci, czyli z;, — 0. Stad |\g| < 1. Nastepnie zat6zmy,
ze |Ao| = 1 oraz A\ jest pierwiastkiem wielokrotnym wielomianu g. Wéwczas
rozwazmy dane startowe x;(h) = hiXThdla j = 0,...,q — 1. Wowczas
x = hkA* dla dowolnego k. Jedli t = hk, to |z = [tAE~Y| = ¢, co przeczy
zatozeniu zbieznosci schematu.
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Definicja 4.4.3. M6wimy, ze schemat () jest stabilny, jesli wszystkie pier-
wiastki g znajduja sie w kole jednostkowym, zas te pierwiastki, ktore lezg na
okregu jednostkowym sa jednokrotne.

Przyktad 4.4.2.
1° Schemat punktu srodkowego: g(A) = A2 —1= (A= 1)(A + 1)
2° Schemat Adamsa: g(A) = A7 — X771 = (A — 1)\7!

Definicja 4.4.4. Méwimy, ze schemat (xx) jest zgodny, jesli

O:COZOZ0+---+aq
O:cl:1a1+...+qaq—(ﬁg+...+ﬁq).

W najblizszym czasie udowodnimy twierdzenie, ktore méwi, ze jesli linio-
wy schemat wielokrokowy jest zgodny i stabilny, to jest zbiezny. Najpierw
jednak musimy przypomnieé¢ sobie pewne twierdzenia dotyczace funkcji ana-
litycznych.

Niech f: D — C, gdzie D C C jest zbiorem otwartym.

(4.4.9)

Definicja 4.4.5. Mowimy, ze funkcja f posiada pochodna (zespolona) w
20 € D, jesli istnieje
o 12 = 1)

z—20 Z— 2

(4.4.10)
i oznaczamy ja przez f’'(zp). Mowimy, ze funkcja f jest analityczna, jesli po-
siada pochodng w kazdym punkcie dziedziny.

Twierdzenie 4.4.3. Jesli f: D — C jest analityczna, to w kazdym punkcie
posiada pochodng dowolnego rzedu.

Oznaczenie. Niech f: D — C bedzie funkcja analityczna oraz 7 : [a,b] — D
bedzie krzywa klasy C'. Wéwcezas oznaczmy

b
[ 1@z = [ sy @t

a

Ponadto, dla dowolnego r > 0 oznaczmy przez O(0, r) krzywa postaci [0, 27] 2
ti— e e C.

Twierdzenie 4.4.4. Jesli f: {z € C;|z| < R} — C jest analityczna, to
f(Z) = Z anznv
h=0

gdzie an = 5= Jo. f(2)27"dz dla dowolnego 0 <7 < R
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Oznaczenie. Dla dowolnego wielomianu g(\) = a,A+. . .4y A+ oznaczmy

. 1

g\ = /\qg(x) =g+ ag A+ ...+ AT 4+ A (4.4.11)
Lemat 4.4.5. Zalozmy, ze wielomian g(A\) = a, !+ ...+ a1 A + ag spelnia
warunek stabilnosci. Wowczas

1 = A A
O‘q+04q—1)\+...+a0)\q_g()\)_70 NA T 72

dla || < 1, gdzie v; sq rzeczywiste i wspdlnie ograniczone, czyli
[l <T dlaj=0,1,2...

Dowdd. Niech Ay, ..., A\, beda wszystkimi pierwiastkami g z okregu jednost-
kowego, czyli |\;| = 1. Woweczas:

g(z)=(z—=X\)...(z = Mw(z),
przy czym wszystkie pierwiastki w lezg wewnatrz okregu jednostkowego. Po-

nadto

1 1 1
9(2) 2g9(3) 21— M) (G = AJw(d)

Poniewaz moduly wszystkich pierwiastkow w sa wieksze niz 1, funkcja f(z) =
v(z)

w(2)

jest analityczna w kole {z € C; |z| < 1+ ¢} dla pewnego ¢ > 0. Zatem

f(z) =) by2"dla|z] <1,
n=0

gdzie
1

b, = — / .
2m 0(0,1)f(z)2 :



4 UKEADY ROWNAN LINIOWYCH 60

Stad |b,| < max|, <1 |f(2)|. Nastepnie dla |z| < 1 mamy |);z| < 1 oraz

a;

T ajAjl_/\ — = —a;\(1+ XNz + N2+ )
i
= b0j+b1j2+b2j22+...,
gdzie |by;| = |a;|. Zatem
1 2
—— = +tmz+rz+...dalzl <1
9(2)

gdzie v, = by — Z§:1 by; oraz

k| < max|f |—|—Z|aj|— Fdlak=0,1,...

Whniosek 4.4.6. Dia v; z poprzedniego lematu zachodzi zwigzek

q
Z O Vl—g+k =

1 gdyl=0% oy =1
k=0

0 gdyl#0,
gdzie vy =0 dla | < 0.
Dowdéd.

1 d >

i = (50 s) Zown

q oo o0 q

=3 Y ap A =3N Zaq KYi—k
k=0n=0 1=0 k=0

= ZA Zak% q+k-
I=0 k=0

Ze wzgledu na jednoznacznos¢ rozwinigcia w szereg potegowy otrzymujemy
teze wniosku.
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Lemat 4.4.7. Rozwazmy nieliniowe rownanie réznicowe postaci

q q
(k5 5) D gy = h D Bin(Uks) + o (4.4.12)
=0 =0

gdzie

q
1° Z|aj| <a

2° max ‘ﬁzk( )‘ < b‘y’7

0<i<q

3% lgk| < p dlak=0,1.
q
4° g(A) = > a;N spelnia warunek stabilnosci,
=0
5°  warunki poczgtkowe {yj}?;é sq ograniczone przez n, czyli |y;| < n dla

6° 0 < h < ——

Wéwczas dla dowolnego naturalnego N rozwigzanie (x * x) {yx}o, spetnia
warunek
[yl < MM,

gdzie
r r
M = ——(uN +aqn), L =-—qb

‘C“q| ‘C“q|

oraz I' jest stalg z poprzedniego lematu.

Dowéd. Niech {v;}52, beda wspétezynnikami z poprzedniego lematu. Wez-
my ¢ < k < N oraz 0 < [ < k — g. Nastepnie réwnanie (* * %) o numerze
k —q — 1l przemnézmy przez - i wysumujmy jedlal =0,1,..., k—q. Wtedy

k—q q k—q
Z M Z(O‘jyqufﬂrj - hﬁj,qufl(yqufhrj)) = Z NGk—q—1-

=0 j=0 1=0
Podstawmy s = k — ¢ — [ + j. Wowczas s zmienia sie od k —g—1do k —1

k

q k-l
Z (s krqitYs — PBs—kyqrik—q—1(Ys)) Z%gk g—1-
kg1

T
o



4 UKEADY ROWNAN LINIOWYCH

Sumujemy wiec po zbiorze par (I, s) takich, ze

0<I<k—gNk—1l—qg<s<k-—1I

& 0\l<k—q/\k3—q s+1<k

S 0<s<EkENOLSIL<k—gNk—q<s+I<k

< 0<s<kENOLKIL<k—qgNk—qgq—s<I<k-—s

& 0<s<kAmax(0,k—s—¢q) <! <min(k —q,k — s)
Czyli

min(k—q,k—s)

Z > Yi(Cs—ktgr1¥s — NBs—krqrii—q—1(Ys)) Z%gk -1

=0 I=max(0,k—s—q)

Podstawmy ¢ = s — k + ¢ + [, wtedy

mln(s7Q) k‘iq
Z Z %—s+k—q(04z'ys - hﬁi,s—i(ys)) = Z NGk—q—1-
$=0 i=max(s—k-+q,0) =0

Oznaczmy przez

min(s,q)
Cs = QG Yi—s+k—q
i=max(s—k-+q,0)

Jesli ¢ < s <k, to
1 s =k

q p—
Cs = O Yi—s+k—q =
; Timsthoa {0 s <k.

Jedli 0 < s < g, to
q

[ARS Z ||| Vi s4k—q| < al,

=0
stad
min(s,q) k—q
Ui + Z csys = h Z S Vicsth-aBisi(Us) F D ViGh—q
s=0 i=max(s—k+q,0) =0
czyli
min(s,q) k—q

Ye—h0 B k—q(Yr) Z csyst+h Z > Viesth-gBis—i(Ys)+ D NGk—g1

=0 i=max(s—k+q,0) =0

62
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zatem
k—1

el (1 — hly0|b) < gal'n + Y qTblys| + NTp.
s=0

Poniewaz vy, = 1, wigc

k—1
el <AL |ys| + M,
s=0
gdzie
r r
M = —5 (uN +aqn), L=_—7ab.
|0‘q‘ |aq‘

Teraz udowodnimy, ze
ly] S M(1+hL)* dlak=0,1,...,N.
Najpierw pokazemy, ze:
el <Kn<Mdlak=0,1,...,q—1.

Ze wzgledu na to, ze

otrzymujemy
T
M = —(uN + agn) > T(uN + agqn) > Tqan > Tan,

ponadto

q
al' > > |yl > lagnl =1,

stad

M > n.
Dla ¢ < k < N nieré6wno$é |yx| < M(1 + hL)* udowodnimy za pomocy
indukcji. Zatézmy, ze dla m < k zachodzi |y,,| < M (1 + hL)™. Wowczas

k—1 k—1

ly| < ALY |ys| + M <hLM Y (1+hL)*+M
s=0 s=0

1+ hL)" -1

A 7 + M = M(1+hL)",
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Zatem dla 0 < k < N otrzymujemy
lye| < M(1+ hL)E < MMk
|

Twierdzenie 4.4.8. Jesli liniowy schemat wielokrokowy jest zgodny i stabil-
ny, to jest zbiezny.

Dowéd. Niech z(t) bedzie rozwiazaniem (x). Wowczas

z(ty + jh) = x(ty) + jha'(ty) + jh(a'(ty + 0,5h) — 2'(t))
' (ty + jh) = 2 (ty) + (@' (8, + jh) — 2'(t)),

gdzie 0 < 6;(h) = 0; < 1. Zatem

q q
Z z(ty + jh) — h > B;f (tk + jh,x(ts + jh)

7=0

q
Z x(ty + jh) — hZﬁj (ty + jh)

q
=Y aja(ty) —I—tha] hZﬁ] () +thozj "(ty, + jhO;) — 2'(tr)))
7=0 7=0 7=0
q
—hY Bia(ty + jh) — 2’ (tx))
j=0
= C()ZL‘< k) + hclx'(tk) + hEk(h) = h&?k(h),
gdzie
q
Z]OAJ (tx + jhO;) — 2'(ty)) Z 2 (ty + jh) — 2/ (ty)).
Niech .
=Y Ulagl +18;1)  sup  [f(t, ) = f(¥',2)],
J=0 t,t' €[to,T)
[t—t'|<qh
z,x'€B(0,R)

|e—z'|<Mgh
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gdzie R := |zo| + M(T — ty) oraz M := sup |f(t,z)|. Poniewaz f : [ty,T] x
B(0, R) — R jest jednostajnie ciagla, wiec €(h) — 0, gdy h — 0. Ponadto,
poniewaz x jest rozwiazaniem (x), wiec x(t) € B(0, R) oraz |z(t) — x(t')] <
Mt —t'|. Stad |ex(h)| < e(h). Niech 0 < k < N = L2 Wiedy

Z:(Odjx(tw) — hBj f(thtj (trts))) = heg(h)

(OéjSEk+j - hﬁjf(tkﬂ'a xkﬂ')) = 0.

M-

Il
o

j
Odejmujac stronami otrzymujemy

q

> (jerry — hBi(f (b, w(trss)) — fthiss Tryy)) = her(h).

J=0

Niech 3;1(y) = B(f (tk+jr Y — Thrs) — [ (irgs Tury)). Wowezas [B1,(y)| < blyl,
gdzie b = L maxpg <, |5;] oraz L jest stata Lipschitza funkcji f. Ponadto

> (jeny; — hBjn(enss)) = her(h).
=0

Wezmy h na tyle male, aby 1/2 < 1 — 2 < 1 oraz niech 7 := maxog;, |€;],

log]|
pt = he(h). Na mocy poprzedniego lematu dla 0 < k < N = T2 mamy

gdzie
r
M = —5 (uN + aqn) < 2I'((T — to)e(h) + aqn)
log|
r
|evg |

Stad e = 0(e(h)) + 0(n), zatem e, — 0, gdy h — 0 oraz n — 0.

Whniosek 4.4.9. Jesli schemat (xx) jest zgodny, stabilny rzedu p, to
lex| = O(R”) + O(n)
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Dowéd. Z dowodu poprzedniego twierdzenia mamy
[hen()] = (k)] < kP,

Zatem
lek(h)| < ch?.

Stad zamiast £(h) mozemy wstawié ch?. Wéwcezas

lex| < 2T ((T — to)ch? + agn)eT—to)2ab,
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5 ZaleznosSci rozwigzan od warunkéw poczat-
kowych

Twierdzenie 5.0.10. (O cigglej zaleznosci od warunkéw poczgtkowych)
Niech f : [to, T] x G — R? (G C R otwarty) bedzie funkcjq ciggle spetnia-

jacq warunek Lipschitza ze wzgledu na x. Wowczas odwzorowanie ¢ : G —
C([to, T),GQ), gdzie ¢p(xq) jest rozwigzaniem problemu Cauchy’ego

{:v'(t) = f(t,2(t)) dlat € [to,T]

x(t,) = mo

jest Lipschitza.

Dowdd. Niech ¢ € [to, T]. Wowczas

6O = o0 = |+ [ ol @dr —aa— [ 7 ota) s
<l —aall + [ (0l (7) = £ o) (7)) d
< o=l + [ Lol (r) = dlaz)(r)

Na mocy lematu Gronwalla (2.1.1) otrzymujemy:

[T Lar
||¢($1)(t) - Qb(xg)(t)” < ||[L‘1 —_ xQH e to — ”1’1 _ :L'QH e(T_tO)L7
stad

l6(21) = 9(w2)llp < llzn = ol T

Uwaga 5.0.2. Niech o(t,z¢) = ¢(x0)(t) tzn. t — (t, z0) jest rozwiazaniem
problemu Cauchy’ego

#'(t) = f(t,2(t))

l‘(to) = X9-

Wowcezas ¢ : [to,T] x G — G jest ciagta. Ustalmy (t1,21) € [to,T] x G.
Poniewaz t — ¢(t, z1) jest r6zniczkowalna (zatem ciagta), wiec dla dowolnego
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e > 0 istnieje 6 > 0 takie, ze |t — ;| < 0 = [[p(t,21) — @(t1, 71)]| < 5.

Zatoézmy, ze
€

’t—t:[' § 0 oraz Hx—fﬂl” < m

Wéwecezas:
lp(t, ) — ot z1)|] < o, ) — @t 21l + ot 21) — ot 1)
< T |z —wy|| + |lo(t, x1) — ot 21)|| <e.

Twierdzenie 5.0.11. Niech f : [to, T]x G — R¢ (G C R? domkniecie zbioru
otwartego) bedzie funkcjg ograniczong klasy C*. Niech ¢ : [to,T] x G —
G bedzie odwzorowanie takim, Ze t — @(t,xq) jest rozwigzaniem problemu
Cauchy’ego

a'(t) = ft,x(t))

l‘(to) = Xy

Wowczas odwzorowanie o jest ciggle.

Dowdéd. Zatézmy, ze ||f(t,z)|] < M dla (t,z) € [to,T] x G. Wowczas dla
dowolnych (¢, ) € [to, T] x G mamy

lio(t,z) =l =1l [ f(re(radrl < [ 15 otr.))ldr < M(T — t).

Niech R = M (T —ty)+1 oraz ustalmy (t1,21) € [to, T] x G. Poniewaz, 2L jest
ograniczona na [tg, T] X B(z1, R) NG, wiec f : [to, T] x (B(x1, R)NG) — R?
jest funkcja Lipschitza ze stala L. Jedli ||z —x1|| < 1, to ¢(t,x) € B(z1, R)NG,
stad

lott.) = o(t.o)ll < llo— ol + [ 17 0(r.0) — F(7. 00| dr
< lo—all+ [ Llolna) - olr.an)
Na mocy lematu Gronwalla (2.1.1) otrzymujemy:
o, 2) = o(t, 21l < [l — @l ",

Dalsza czes¢ dowodu przebiega jak w Uwadze poprzedzajacej twierdzenie.
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Prawdziwa jest rowniez wersja tego twierdzenia bez zalozenia ograniczo-
nosci f, podamy ja bez dowodu.

Twierdzenie 5.0.12. Niech f : [to, T] x R? — R? bedzie funkcijq klasy C*.
Niech ¢ : [to, T] x R — R? bedzie odwzorowanie takim, ze t — @(t,xq) jest
rozwigzaniem problemu Cauchy’ego

{x’(t) = f(ta()

.’ﬂ(to) = Xy
Wowczas odwzorowanie o jest ciggle.

Whiosek 5.0.13. (o cigglej zalezno$ci warunkéw poczgtkowych i parametru)
Niech M C RY bedzie domknigciem zbioru otwartego. Niech f : [to, T] x RY x
M — R? bedzie funkcjq ograniczong klasy Ct. Niech ¢ : [to, T] x R¥x M — R?
bedzie odwzorowanie takim, ze t — @(t,zo,y) jest rozwigzaniem problemu
Cauchy’ego

{x'(t)z f(t,2(t),y)
x(ty) = o

Wowczas odwzorowanie p jest ciggle.

Dowéd. Rozwazmy funkcje F : [tg, T] x RY x M — R% x M postaci

F(t,z,y) = (f(t,2,9),0).

Funkcja F' jest réwniez ograniczona i klasy C'. Zatem na mocy Twierdze-
nia 5.0.11, jesli przez t — ®(t, zo, yo) oznaczymy rozwigzanie problemu Cau-
chy’ego

(z(to),y(to)) = (z0,%0),

{(w’(t),y’(t)) = Ft,x(t),y(t) = (f(t z(t), y(1)), 0)

to ® jest ciagta. Ponadto, y/(t) = 0, wiec y(t) = yo oraz 2'(t) = f(t,z(t), yo).
Zatem D(t, zo,v0) = (p(t, 0, Y0),Yo)- Stad ¢ jest réwniez ciagla.

Twierdzenie 5.0.14. (o cigglej zaleznosci od parametru dla réwnan linio-
wych) Niech M C R%. Niech A : [tg, T] x M — My(R) bedzie funkcjq cigglq.
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Niech ¢ : [tg, T] x M — R® bedzie odwzorowaniem takim, Ze t — o(t,y) jest
rozwigzanie uktadu rownan liniowych

a'(t) = Alt,y)(t)
x(ty) = xo.
Wéwczas ¢ : [to, T] x M — R jest ciggla.

Dowdd. Ustalmy y; € M. Poniewaz A : [ty,T] X B(y1,1) — My(R) jest
jednostajnie ciagta, wigc istnieje A > 0 takie, ze ||A(t,y)|| < A dla (t,y) €
[to, T] x B(y1,1) oraz dla dowolnego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze

ly — il <0 = [JA(t,y) — At )| <e.
Stad dla dowolnego (t,y) € [to,T] X B(y1,1) mamy

t

Zo + A(Ta y)(,O(T, y)dT

to

t
< ol + [ Alletr. v

et o)l = |

t
<lloll + [ 14 )e(ry) dr

Zatem na mocy lematu Gronwalla (2.1.1) otrzymujemy

lo(t, )l < [lwofl 4.

Zatozmy ze ||y — yi|| < 9. Wowcezas
||90(t7 y) - Qp(tvyﬁ”
t
| (A w)e(ry) = Ayl m))dr

< /t: 1A(T, 9) (A7, ) = (T, y) d7 + /tz I(A(T y1) = Al7,9)e(r, 3) | dr

t
< [ Allp(r.y) = e(ry)lldr + (T = to) o] 2.
0

Zatem na mocy lematu Gronwalla (2.1.1)

Jit,9) = 9t 90| < (T = to) o] 247,

Jedli dodatkowo |t — 1] < €, to

t1
lo(t, y1) — et y)ll < !/t IA(T, y1) (7, 1) | dr| < [t = t1] A ||| 104

< A ||x|| X T4,
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Stad
lo(t,y) = ot y) | < e(A+T = to) [|o]| 274,

Lemat 5.0.15. (Hadamarda)

Niech K bedzie otwartym i wypukiym podzbiorem R oraz f : (a,b) x K —
R? funkejg klasy C*. Wowezas odwzorowanie fr, = (a,b) x K x K — RY,
k=1,...,d dane wzorem:

Felt g 40) = /01 gi;(t, sya + (1 — s)y1)ds (5.0.13)

jest ciggle, fu(t,y,y) = 2L(t,y) oraz

d
fltye) — flty) = Z (t, 1, o) (U5 — oF) (5.0.14)

gdzie y; = (y},...,yd), i =1,2.

Dowdd. Ciaglosé zostawiamy jako ¢wiczenie. Ustalmy ¢ € (a,b) i rozwazmy
F(s) = f(t,sys + (1 —s)yy) dla s € [0, 1].

Wowczas

F'(s)=>_ of (t sy2 + (1= s)y1) (ys — o),

stad

fltow) = Fltw) = F)= F(0) = [ Fly)ds

= 3 [ s (= s 05— o)

k=1

Twierdzenie 5.0.16. (o C' zaleinosci od warunkéw poczqtkowych) Niech
f o [te, T) x RT — RY bedzie funkciq klasy C' (ograniczona). Niech t +—
o(t, zo) bedzie rozwigzaniem problemu

{x’(t) = f(t,z(t))

ZL’(to) = Xop-
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Wéwczas ¢ = [to, T] x RY — RY jest klasy C oraz dla dowolnego i € RY,
17| = 1 funkcja

0
A7) = g=¢lt,2)

jest rozwigzaniem rownania lintowego:

d _
z(to,x) =1
gdzze I(ta iL‘) - %(ta Sp(ta 1‘))
Dowdéd. Dla uproszcezenia dowodu przyjmijmy, ze ty = 0. Poniewaz Bgog;,:v) =

f(t,o(t,z)) oraz ¢ jest funkcja ciagta na mocy Twierdzenia 5.0.12, wiec
pochodna czastkowa %—f jest ciggta. Nalezy réwniez pokazaé, ze pochodna
%Z‘f jest ciggta. W tym celu wystarczy udowodni¢, ze dla dowolnego wektora
ii € R4, ||7i]] = 1 pochodna kierunkowa % jest ciagla. Ustalmy z, € R?,
h € [0,1] oraz oznaczmy

yh(t) = gD(t, Zo -+ hﬁ)

Wéwezas

n

() = wo(t) = Fltun(®) = f(tyo(t)) = D7 fult, ya(t), y0(8)) (wi (1) — v (1))
k=1
= Z(t, h)(yn(t) — w0 (1)),

gdzie Z(t, h) jest dxd macierza, ktorej kolumnami sa wektory f (¢, yn(t), yo(t)),
czyli
Z(t.h) = [fi(t,yn(t),50(t)) - - falt, yn(t), yo(2))]-

Na mocy Lematu Hadamarda Z jest ciggta. Ponadto

G“”;”wyzzwm(“W;””ﬁ.

Yn(t)=yo(t)

Oznaczajac zp(t) = -

mary

(1) = T(t, 1) za(t)
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Gdy h — 0, to 5
Flts (0 30(0) = 22, 30(0),
Czyli 5
T(t,1) = 7(4,0) = 5 (1 o(t,0))
oraz
24(0) = yn(0) ; W) _ -
Zatem

() =Tt h)a(t)
z(0)
Na mocy twierdzenia o ciagtej zaleznosci od parametru dla rownan liniowych

otrzymujemy, ze zp(t) —p_o 2(t), gdzie

{z’(t) = T(t,0)2(¢)

|
St

.

I
—~
(=)
~—
I

Z, drugiej strony

Sp(t7 Zo + hﬁ) B Sp(t7 .ZU()) N aﬁ
h on

zp(t) = (t,x0).

Stad dla dowolnego 7 oraz xg pochodna kierunkowa %(t, xg) istnieje a po-
nadto jesli

to

Poniewaz funkcja f jest klasy C! a ¢ jest ciagla, wigc A(t,z) = 8—5(@ o(t, x))
jest rowniez ciagla. Zatem na mocy twierdzenia o ciggtej zaleznosci od pa-
rametru dla réwnan liniowych funkcja z a co za tym idzie réwniez % jest
ciagta.
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Twierdzenie 5.0.17. (O C" zaleinosci od warunkéw poczatkowych) Niech
[ to, T] x RY — RY bedzie funkciq klasy CT. Woéwczas ¢ : [to, T] x RT — R?
jest rowniez klasy C.

Dowéd. Dowdd indukeyjny:

1° n =1 - poprzednie twierdzenie

2° Zatozmy ze dla pewnego r € N teza twierdzenia jest prawdziwa i zatozmy
ze [ jest funkcjg klasy C"*1. Poniewaz % = f(t,o(t,x)) oraz f,¢ sa
funkcjami klasy C" (zalozenie indukcyjne), wiec pochodna czastkowa %‘f jest
klasy C". Wystarczy zatem pokazaé, ze z(t,x) = %gp(tw} jest klasy C” dla

dowolnego 7, ||77]] = 1. Na mocy poprzedniego twierdzenia
La(t,x) =I(t,x)z(t,2)
Z(to, l’) = ’fi,

gdzie Z(t,x) = %(t,gp(t,x)) jest klasy C". Rozwazmy funkcje F : [tg,T] X
R? x RY — R% x R? dang wzorem:

F(t,z,z) = (0, gi(t,go(t,:c)) .z> .

F' jest oczywiscie klasy C". Oznaczmy przez ¥(t,z) = (¢1(t,Z),¥2(t,T)) €
R? x R?. rozwigzanie réwnania postaci:

N

Na mocy zatozenia indukcyjnego v jest klasy C" i dodatkowo dla dowolnego
7 € RY mamy
Ui(t,z) =z dlat € [to, T].
Stad
d of
_ t.7) = -~

Stad z(t,x) = 1s(t, x) jest klasy C".

(&, (2, 7))ot 7).
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6 Rownania rézniczkowe czastkowe pierwsze-
go rzedu

6.1 Podstawowe definicje i wtasnosci
Definicja 6.1.1. Réwnania rozniczkowe czastkowe, sa to rownania postaci
F(D"u,D" ', ..., Du,u,z) =0

przy czym szukang funkcja jest u : G — R (G C R? otwarty). Liczbe r
nazywamy rzedem rownania.

Najpierw zajmiemy si¢ rOwnaniami liniowymi pierwszego rzedu, postaci

d
Zal axz = b(&:),

=1

gdzie szukang jest funkcja u : G — R klasy C!, za$ danymi sg funkcje ciggle
a;,b: G — R.

Przyktad 6.1.1. Rozwazmy rownanie

@ 8u
Yor ~ 8y Y

Wowcezas kazda funkcja postaci u(z,y) = g(z? + y*) + x jest rozwigzaniem
tego réwnania, poniewaz

au (.2 2
gh_ 9z + 1
o g (z°+vy°)2x +
ou 12 2

— 2'
oy J (2 +y*)2y

Czyli rodzina rozwigzan réwnania nie zalezy od skonczonej liczby parame-
tréw (tak jak w przypadku réwnan zwyczajnych), lecz jest parametryzowana
funkcjami rézniczkowalnymi. Stad wynika, ze warunki poczatkowe sktadajace
sie ze skonczonej listy warunkéw nie dadzg jednoznaczno$ci rozwigzania.
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6.2 Rozmaitosci (przypomnienie)

Definicja 6.2.1. Rozmaitosé

Niech M bedzie niepustym podzbiorem RY. Méwimy, ze M jest w punkcie
p € M rozmaitoécia wymiaru k < d klasy C” (r > 1), gdy istnieje otoczenie
otwarte U C R? punktu p, otoczenie V' C R punktu 0 oraz dyfeomorfizm
h:U — V klasy C" taki, ze h(p) = 0 oraz

MU =h (VN (R x {0})). (6.2.1)

Wowezas zbior T,M = (Dh(p)) ' (R* x {0}) nazywamy przestrzenia styczna
do M w punkcie p.

Twierdzenie 6.2.1. Niech dany bedzie zbior M C R? oraz p € M. Dla
ustalonych 0 < k < d oraz 1 < r nastepujgce warunki sg rownowazne:

1. M jest w punkcie p rozmaitoscig wymiaru k klasy C”

2. Istnieje otoczenie U punktu p oraz F : U — RF klasy C" taka, e
pochodna DF (p) ma rzqd d — k oraz

MNU={xzeU: F(x)=0}. (6.2.2)
Wtedy T,M = ker DF(p).

3. Istnieje otoczenie U punktu p, zbiér S C RF, so € S oraz a : S — R¢
klasy C" takie, zZe a(sg) = p, Da(so) ma rzqd k, o : S — «(S) jest
homeomorfizmem i

MNU=a(S)={a(s): s S}. (6.2.3)
Wtedy T,M = ImDa(sy).
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Twierdzenie 6.2.2. (o funkcjach uwiklanych) Niech U C R™ x R™ bedzie
zbiorem otwartym oraz H : U — R™ bedzie funkcjq klasy C*. Niech (xo,y0) €
U bedzie takie, zZe

0
H(zo,y0) =0 oraz det a—yH(xo,yO) # 0.

Wowczas istnieje otoczenie V- punktu xg oraz otoczenie W punktu yg oraz
funkcja h -V — W klasy C! taka, ze dla dowolnych (z,y) € V. x W mamy

H(z,y) =0 <= h(z)=uy.

6.3 Rozwigzywanie réwnan liniowych

Niech G C R? bedzie zbiorem otwartym oraz a; : G — R, i = 1,....d
funkcjami ciagtymi. Rozwazmy rownanie liniowe jednorodne postaci

d ou
> &i<x>8x-<$> =0dlazeG. (RJ)
i=1 i

Dla tego réwnania rozwaza¢ bedziemy réwnanie charakterystyczne postaci
¢ =a(z) (RCH),

czyli

Tg = aa()

Rozwiazania réwnania charakterystycznego bedziemy nazywali charaktery-
stykami réwnania (R.J).

Twierdzenie 6.3.1. Niech G, C G C R? bedzie zbiorem otwartym, za$
u: G; — R funkcjg rozniczkowalng. Nastepujgce warunk: sg rownowazne:

1. funkcja u : G; — R jest rozwigzaniem (RJ),

2. dla dowolnej charakterystyki x : [ — R? (I C R podprzedziat) funkcja
uox jest stala.
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Dowdd. (1 = 2) Niech u bedzie rozwigzaniem (RJ), a x : I — R? pewna
charakterystyka. Wowczas dla kazdego t € I mamy

d dx ou

o (woz)(t) = Du(x(t)) . (¢) = Du(z(t))a((t)) = ;ai(x(t»axi

1=

(x(t)) = 0.

(2 = 1) Niech zy € G;. Na mocy Twierdzenia Peano (2.2.2) istnieje charak-
terystyka x : I — G taka, ze 2(0) = xy. Wowczas

a ai(l’o)

g;i (x9) = Du(x(0))a(x(0)) = Du(z(0))z'(0) = —(uox)(t)] =0.

=1

Twierdzenie 6.3.2. Niech a : G — R? bedzie funkcjq klasy C' oraz niech
S C G bedzie rozmaitoscig klasy C! takim, Ze dimS = d — 1. Niech p € S
bedzie punktem takim, Ze a(p) ¢ T,S (nie nalezy do przestrzeni stycznej).
Wtedy istnieje otoczenie Gy C RY punktu p takie, Ze problem Cauchy’ego

Yiiair)ge(x) =0 dlaxe G (6.3.1)
u(z) = w(z) dla x € SN Gy -

ma doktadnie jedno rozwigzanie okreslone na Gy dla dowolnej funkcji w :
S — R klasy C*.

01
o0a
#Axy) 06
LM
1)

Przyktad 6.3.1. Rozwazmy problem postaci

{yum —zuy, =0

u(0,y) =y’
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W tym przypadku S = {(x,y);z = 0}, w(0,y) = y>. Réwnanie charaktery-
styczne jest postaci
¥ =y
y =-u
a charakterystyki postaci
| cos(t) sin(t)| |x
ot ,y) = l— sin(t) cos(t)| |y

Wiszystkie charakterystyki sa okregami bo macierz fundamentalna jest ma-
cierza obrotu, zatem rozwiazanie jest state na okregach o érodku w (0,0). Ale
wynika z tego, ze w otoczeniu (0, 0) problem nie ma rozwigzania poniewaz z
jednej strony u(0,y) = u(0, —y) (gdyz (0,y) i (0, —y) leza na jednej charak-
terystyce), a z drugiej u(0,y) = y* # —y* = u(0, —y). Powodem dla ktérego
ten problem nie ma rozwiazania jest fakt, ze a(0) =0 € TyS.

Lemat 6.3.3. Zaloimy ze spelnione sq zalozenia Twierdzenia 6.3.2. Przez
t — @(t,x) oznaczmy rozwigzaniem réwnania charakterystycznego takie, Ze
©(0,x) = x. Wtedy istnieje otoczenie Gi punktu p, € > 0 oraz funkcja T :
G1 — R klasy C* taka, ze dla dowolnych v € Gy orazt < e

p(t,x) € S & t=r1(z).

7(z) nalezy interpretowal jako czas pierwszego przeciecia z rozmaitoscig S
charakterystyki wychodzqcej z x.
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Dowdd. Poniewaz S jest d — 1 wymiarowg rozmaitodcia punkcie p, wiec
istnieje otoczenia G punktu p oraz funkcja F : Gy — R klasy C! taka, ze

SNGy={ze€Gy: F(x)=0}
oraz DF(p) # 0. Rozwazmy funkcje
H(z,t) = F(g(t,2)).
Funkcja ta jest klasy C' w pewnym otoczeniu (p,0), H(p,0) = 0 oraz

dH dy

E(p, 0) = DF(SD(QP))E(O,Z?) = DF(p)a(¢(0,p)) = DF(p)a(p) #0

poniewaz a(p) ¢ 1,S = ker DF(p). Na mocy twierdzenia o funkcji uwiktanej
istnieje otoczenie G punktu p, € > 0 oraz funkcja 7 : G; — R klasy C! taka,
ze dla x € G oraz |t| < e mamy

H(z,t) =0<t=1(x).
Stad dla x € G; oraz |t| < € mamy
|

Lemat 6.3.4. Jeslit — o(t, x) jest rozwigzaniem réwnania autonomicznego
' = a(x) takim, ze (0,x) =z, to

p(t +5,2) = p(t, 9(s, ).
Dowdéd. Rozwazmy funkcje u(t) = ¢(t + s, z). Wowcezas

@y = Lot 5,2) = alilt + 5,2) = a(u®)

oraz u(0) = (s, x). Poniewaz a jest klasy C', wiec u(t) = o(t, ¢(s, ).
|
Ponadto jesli 7 jest funkcja z Lematu 6.3.3, to dla dowolnego y € G'; mamy
s=7(p(t,y) & ¢(s,0(ty)) € S = (s +ty) € S = 7(Yy) =5 +1,

stad
T(p(ty) =7(y) — .
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Dowdéd. Twierdzenia 6.3.2.
Niech G oraz 7 : G; — R beda takie jak w Lemacie 6.3.3. Dla x € G,
definiujemy funkcje u : G; — R nastepujaco

u(z) = w(e(r(z), v)).
u jest klasy C! i jest ona stata na charakterystykach poniewaz:

u(p(t,y)) = wle(r(e(t,v), ¢(t, ) = wle(r(y) —t,0(t,y))) =
w 0,9))) = wle(t(y),y)) = w(y).

Na mocy Twierdzenia 6.3.1 funkcja u jest rozwiazaniem (R.J). Ponadto, jesli
xr € SNGy, to

u(z) = w(p(r(z),z)) = w(p(0,2)) = w(w),

Zatézmy, ze u; : G1 — R jest rozwiazaniem (R.J) takim, ze u;(z) = w(z) dla
x € Gy N S. Poniewaz u; jest stata na charakterystykach, wiec dla x € G,
mamy

ui(z) = ui(p(7(2), 7)) = wlp(r(2), 7)) = ulz).

Zajmiemy si¢ teraz rownaniem liniowym niejednorodnym postaci

ai(x) ou

i—1 8951

1=

(x) = b(z). (BNJ)

Twierdzenie 6.3.5. Niech t — (t,x) bedzie rozwigzaniem réwnania cha-
rakterystycznego (RC'H) dla réwnania jednorodnego (RJ) takim, ze ©(0,z) =
x. Niech G C G bedzie podzbiorem otwartym oraz u : G; — R funkcjq roz-
niczkowalng. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

1. u jest rozwigzaniem réwnania niejednorodnego (RN.J),

2. dla dowolnego x € G istnieje € > 0 taki, Ze dla [t| < & mamy

w(p(t,r)) = u(x) + /Ot b(p(T, x))dT.
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Dowdd. (1 = 2) Jesli u jest rozwigzaniem (RN.J), to

L u(lt, ) = Dulip(t, 2)) rplt,x) = Duliplt, 2)alit, 7)) = bt ),
stad o t
ulp(t ) —u(@) = [ Zulp(r.)dr = [ be(r.2)dr.

(2 = 1) Poniewaz

u(p(t,2)) — u(@) = [ blolr,a))ar,
wiec

S ulilt, ) = bplt, 7))

Stad

bplt,2)) = ulp(t,2)) = Dufiplt, 2)) ol 2) = Dulie(t, 0)a(o(t, ).

Zatem ktadac t = 0 otrzymujemy

dla dowolnego = € G;.
|

Twierdzenie 6.3.6. Niech funkcje dane a;,b: G — R w (RNJ) bedg klasy
C. Niech S C G bedzie rozmaitosciq klasy Ct takg, ze dimS = d — 1. Niech
p € S bedzie punktem taki, ze a(p) ¢ T,S. Wtedy istnieje otoczenie otwarte
G C R? punktu p takie, ze problem Cauchy’ego

> ai(x)g—;(x) =b(z) dlaxeG
u(z) = w(x) dla x € SNGy

ma dokladnie jedno rozwigzanie dla dowolnej funkcji w : S — R klasy C*.
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Dowéd. Niech G oraz 7 : G — R beda jak w Lemacie 6.3.3. Dla x € G,
okreslamy funkcje u nastepujaco

Wéwezas

u(p(t,)) = wlplrlolt, ), o(t. o)~ [ blels. olt,a)))ds
(z)—t

= w(e(r(a) —top(t.2) = [ blpls, it )))ds
= w(p(r(z),z)) - /0 " b + ) ds + /0 “bp(s, 2))ds

t
= u(x) +/0 b(p(s,x))ds.
Zatézmy, ze uy : G; — R jest rozwiazaniem (RN J) takim, ze uy(z) = w(x)
dla x € G; N S. Na mocy Twierdzenia 6.3.5 dla dowolnego x € G; mamy
7(x)
ui(p(r(@).x) = () + [ b(els,2)ds,
stad

Uwaga 6.3.1. Metoda charakterystyk jest bardzo wygodna przy numerycz-
nym wyznaczaniu rozwiazan przyblizonych problemu Cauchy’ego

{ Lia(@)ft=0 dazeG

u(r) = w(x) dla z € SNG;.

W celu rozwigzania problemu ustalamy d punktéw x1,zs, ..., x4 na rozma-
itosci S. Nastepnie dla kazdego x; wyznaczamy jednoczesnie numeryczne roz-
wigzanie rOwnania charakterystycznego

x = a(z)
z(0) =ux;.
otrzymujac kolejno punkty (jh,z;;) (h - dtugo$é kroku). Na koniec przybli-

zone wartosci u w x;; definiujemy nastepujaco

u(z; ) = w(z;).
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6.4 Roéwnania quasi-liniowe

W nastepnej czesci skryptu udowodnimy twierdzenie o istnieniu i jednoznacz-
nosci rozwigzan dla ogodlniejszej klasy rownan pierwszego rzedu, tzw. réwnan
quasi-liniowych postaci:

3 ailx, u(:v))g; (2) = b(z,u(z)) (RQL) (6.4.1)

i=1
gdzie a;,b: G xR — R, i=1,...,d (G C R? otwarty) sa funkcjami klasy
C'. W tym przypadku réwnanie charakterystyczne bedzie miato postaé

{x/ = ala,u) (6.4.2)

u = b(x,u),
czyli
) ar(x,u
xl as(x,u
;= ag(x,u)
w o =b(z,u).
Oznaczmy przez t — (t, xo, ug) rozwiazanie problemu Cauchy’ego
x = a(z,u)
u = b(z,u)
z(0) = xg

uw(0) = uy.
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Takie rozwiazania bedziemy nazywaé charakterystykami (RQL).

Definicja 6.4.1. Méwimy, ze zbiér A C G xR jest niezmienniczy dla ¢, gdy
dla dowolnych ¢, x, u takich, ze ¥(t,z,u) € G x R mamy

(r,u) € A= (t,z,u) € A.

Twierdzenie 6.4.1. Niech G; C R? bedzie podzbiorem otwartym, u : Gy —
R funkcjq klasy C*. Wéwczas nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

1. wu jest rozwigzaniem (RQL),

2. wykres Graph(u) = {(z,u(z)) € R? x R,z € Gy} jest zbiorem nie-
zmaenniczym dla 1.

Dowdd. (1 = 2) Niech u : G; — R bedzie rozwiazaniem (RQL). Wezmy
dowolny punkt wykresu p = (z,u(x)) oraz rozwazmy funkcje

k(t) - ¢2(t7p) - U(¢1(t,p))7
ktora jest okreslona na pewnym przedziale zwierajacym 0. Wowcezas
k(0) = ¢2(0, 2, u(x)) — w(yn (0, 2, u(x))) = u(z) —u(z) =0

Rézniczkujac te funkcje otrzymujemy

K1) = Soalt.p) — Du(w(t,)) i (4.9)

= b<w1 (tvp)7 w2<t7p>> - Du(wl (tap))CL(wl(t’p)v w2(t>p))
= b(n(t, p), k(1) + u(h(t,p))) — Du(r(t, p))a(ir(t, p), k(t) + u(¥(t, p)))

Oznacza to, ze funkcja k spelnia nastepujace rownanie rézniczkowe zwyczajne

{k’(t) = b(¢1(t,p), k(t) + u(¥i(t, ) — Du(¥i(t, p))a(i(t, p), k(t) + u(¥1(t. p)))
k0) =0,

Zauwazmy, ze funkcja ki = 0 jest rozwigzaniem powyzszego rownania ponie-
waz

0= b(¢s(t, p), ultn(t,p))) = Dul(t, p))a(n(t, p), u(yr(t, p))).
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Ponadto prawa strona réwnania jest klasy C*, wiec z jednoznacznodci roz-
wigzan wynika, ze k = 0. Zatem

1/}(25,[E,’LL(ZL‘)) - (¢1(t,p),@/)2(t,p)) = (¢1(tap)a“(¢1(t7p)))a

czyli lezy na wykresie funkcji u.
(2 = 1) Zatézmy ze Graph(u) jest niezmienniczy dla . Ustalmy = € Gy,
Wowezas dla t bliskiego zera mamy

Y(t,z,u(z)) € Graph(u),

czyli
¢2(t7x’ u(x)) - u<¢1(t7$7u('r)))'
Stad
d d
b(x,u(x)) = gwg(t,x,u(x)) ) = au(d)l(t,x,u(az))) ) = Du(z)a(z,u(x)).

Twierdzenie 6.4.2. Niech funkcje dane a;,b: G x R — R réwnania (RQL)
bedq klasy Ct. Niech S C G bedzie rozmaitoécig wymiaru d—1 orazw : S — R
funkcjq klasy Ct. Niech p € S bedzie punktem takim, ze

a(p,w(p)) ¢ TpS.

Wéwczas istnieje otoczenie Gy C R punktu p takie, ze problem Cauchy’ego

Y4 ai(z, u(x))gai () =b(z,u(z)) dlaxe Gy
u(z) = w(x) dla x € SNG,

ma dokladnie jedno rozwigzanie.

Dowdéd. Poniewaz S jest rozmaitoscia wymiaru d — 1 w punkcie p, wiec
istnieje funkcja o : R © Hy — R¢ (homeomorfizm) klasy C) oraz Gy C R?
otoczenie p takie, ze

SNGy= a(Hy)

oraz dla & € Hy, a(&) = p. Da(&) : R — R? jest monomorfizmem.
Zdefiniujmy funkcje 8 : Hy — R? x R

B&) = ((§), w(a(§)))
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Niech ¢(t, z, u) bedzie rozwiazaniem (RC H) taka, ze (0, z,u) = (x,u) oraz
niech [, ;) bedzi maksymalnym odcinkiem na ktorym to rozwigzania istnieje.
Oznaczmy

P:PGO :{w(t7ﬁ(£)) € GO XR7€EHO7t€Iﬁ£}

W dalszej czesci dowodu pokazemy (ewentualnie zmniejszajaac Gy), ze Pg,
jest wykresem pewnej funkcji u : Gy — R klasy C'. Zauwazmy ze zbiér Pg,
jest niezmienniczy dla ¢ wzgledem Gy x R poniewaz

U(s,¥(t, 5(8))) = v(s +1, 5(E)) € Pa,

zatem ma mocy twierdzenia funkcja u bedzie rozwiazaniem (RQ)L). Ponadto

Pa, 2 ¥(0,8()) = B(§) = (&), w(a(§)))
wiec
w(a(§)) = u(e(§)) dla & € Hy

stad
a(x) =w(z) dlaz € SN Gy

Rozwazmy funkcje g(t,€) = (¢, 3(€)) € R? x R dla ¢ € Hy. Funkcja ta ma
dwie wspotrzedne

g1, €) = U (t, B(€)) € R
92(t7§) - w2(t75(§)) eER

skorzystamy teraz z malego pomocniczego lematu.

Lemat 6.4.3. g; jest dyfeomorfizmem na otoczeniu (—9§,9) x Hy punktu
(0750)'

Odtézmy dowdd lematu na pédzniej i dokonczmy dowdd twierdzenia.
Wezmy G = g1((—6,0) x Hy) oraz u : G; — R jako u = gy 0 g7 ' Wéowezas

¢(t7ﬁ(£>> = (gl(t7ﬁ(£>>’U(gl(t7ﬁ(£>>>) = (gl<t,§),92091_1091(t7§)) = <91<t7§)792<t’§))

stad Pg, = Graph(u) zatem u jest rozwiazaniem problemu Cauchy’ego.
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Dowdd. (lematu) Ze wzgledu na twierdzenie o lokalnym odwracaniu od-
wzorowan wystarczy pokazaé, ze Dg;(0,&) : R — R? jest monomorfizmem.
Zauwazmy ze

l)gl<t7£) ::(l)tgl<t7£)7l)§gl(t7£))
ponadto

Digh(1,€) = (1, 5(6)) = alb(t, 5(6)))

Degn(t,€) = jgw,ﬁ(s» = Dipytha(t, B(E) DB(E)

z drugiej strony

oraz

zatem

Dyg1(0,&0) = a(¥1(0, 8(&))) = alp, w(p))
Deg1(0,&0) = (id,0)(Da(&), D(w o a)(&)) = Da(&o)

Wezmy dowolne t € R, ¢ € R"!, wtedy

Dg1(0,6)(t, &) = a(p,w(p))t + Da(&)§

Teraz mozemy udowodnié, ze Dg;(0,&) jest monomorfizmem. Zalézmy ze

0= Dgi1(0,8)(t, &) = a(p, w(p))t + Da(&o)§

stad
a(p,w(p))t = —Da(&)é € ImDa(éy) = T,5

Z faktu, ze a(p,w(p))t € T,S wynika ze t = 0, wiec Da(&)(€) = 0. Jednak
Da(&p) jest monomorfizmem, czyli £ =0
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Pozostaje jeszcze w udowodni¢ jednoznaczo$é (w twierdzeniu).
Niech u; : G; — R bedzie rozwigzaniem problemu Cauchy’ego. Wéowczas
Graph(u) jest niezmienniczy dla 1) poniewaz

((§), w((§))) = (a(§), ur(a(§))) € Graph(u)
zatem dla matych ¢

e(t, afzi), w(a(§))) € Graph(ua)
n(t, ﬁ(é)),ubz(t 8(8))

g(t, 5),ng(t7 £)

9(t, 6),|1’L1(91(t, £))

Uy o gy =ga, czyliug =grog;' =u
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7 Roéwnania rézniczkowe czgstkowe drugiego
rzedu

W tej czesci wykladu zajmiemy sie réwnaniami liniowymi postaci

d d

37 (@)t (2) + 3 bi(@)uy, (2) + clx)u(z) = f(z), (RL)  (7.0.3)

ij=1 i=1

gdzie danymi s funkcje a;;, b;, ¢ oraz f okresSlone na pewnym otwartym
zbiorze G C RY, za$ szukang jest funkcja u : G — R. Bez straty ogélnosci
mozemy zatozy¢, ze a;; = aj;. Niech A € My(R) bedzie macierza symetryczna
oraz niech

alz) = ajma; (7.0.4)

ij=1
bedzie jej forma kwadratows. Wéwezas istnieje izomorfizm liniowy h : R? —
R? taki, ze

(aoh)(§) =e1& + ... +eaf] (7.0.5)

gdzie g; € {—1,0, 1}. Liczba dodatnich, ujemnych oraz zerowych ¢; nie zalezy
od wyboru h.

Definicja 7.0.2. Ustalmy p € G oraz niech A = {a;;(p) }i,j=1,..« Mowimy, ze
(RL) jest w punkcie p

1. eliptyczne, gdy wszystkie €; sa niezerowe i tego samego znaku,

2. hiperboliczne, gdy wszystkie ¢; sa niezerowe i doktadnie d — 1 z nich
ma taki sam znak

3. paraboliczne, gdy doktadnie jeden sposrod e; jest réwny zero, a pozo-
state majg ten sam znak.

Roéwnanie (RL) jest w zbiorze G hiperboliczne, eliptyczne, paraboliczne, gdy
we wszystkich punktach jest odpowiednio hiperboliczne, eliptyczne, parabo-
liczne.

Przyktad 7.0.1. (Rownanie struny) Rozwazmy polozenie struny, ktére zmie-
nia si¢ w czasie. Oznaczmy przez u(zx,t) wielkos¢ wychylenia si¢ struny w
chwili ¢, w odlegtosci x od punktu zaczepienia struny.
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m
| X \/
Wowczas polozenie struny opisywane jest w przyblizeniu przez réwnanie
Pu 0
=,
ot? Ox?
gdzie ¢ > 0 jest staty zalezng od rozciggliwosci struny. Jest to réwnanie
hiperboliczne.

(7.0.6)

Przyktad 7.0.2. (Réwnanie przewodnictwa cieplnego) Zatézmy, ze G C R?
jest jednorodnym obszarem do ktérego dostarczane jest ciepto f(t, ) w chwili
t, w punkcie z. Oznaczmy przez u(t,x) temperature w chwili ¢ w punkcie .
Woéwezas proces rozchodzenia si¢ ciepta jest opisany rownaniem

a’Au = u; + f, (7.0.7)
gdzie Au = %, u,,,, nazywamy laplasjanem funkcji u, za$ a jest stala
zalezng od predkosci rozchodzenia sie ciepta. Jest to rownanie paraboliczne.

Przyktad 7.0.3. (Réwnanie réwnowagi cieplnej) Zatézmy, ze w Przykltadzie
2 f nie zalezy od czasu, a proces cieplny doszedl do stanu rownowagi, czyli
temperatura nie zalezy od czasu. Wowczas rozktad temperatur opisuje row-
nanie:

Au = f(z). (7.0.8)

Jest to réwnanie eliptyczne.

7.1 Roéwnanie struny

Rozwazmy nastepujacy problem:

gz, 1) Uy (2, 1) dla0 <z <m0t (i)
u(0,t) = wu(mt)=0 dla0<t (17) (7.1.1)
u(z,0) f(x) dad0<z<7 (vi1)

u(z,0) g(x) da0<z<7 (1v).
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Powyzsze problem opisuje zachowanie si¢ struny o dtugosci 7 umocowanej na
koncach - warunek (ii), ktéra w chwili poczatkowej jest w polozeniu opisa-
nym przez funkcje f - warunek (iii) oraz w chwili poczatkowej kazdy element
struny x ma predkos$¢ g(x) - warunek (iv). Zgodnie z powyzsza interpretacja
(i) nazwiemy warunkiem brzegowym, za$ (iii) oraz (iv) warunkami poczat-
kowymi.

W najblizszym czasie pokazemy, ze problem 7.1.1 posiada doktadnie jed-
no rozwiazanie, przy znanej gtadkosci f i g. W tym celu zastosujemy metode
rozdzielania zmiennych, ktéra polega na szukaniu pewnych rozwigzan réwna-
nia (i) z warunkiem (ii), a na podstawie tych rozwiazan na szukanie rozwigzan
7.1.1. Zatozmy, ze

u(z,t) =v(x)w(t), (v(z),w(t)#0) (7.1.2)
spetnia (i) oraz (ii). Wowczas
" 0u Pu 1"
V' (x)w(t) = e 5 (T,t) = 5 —(z,t) = v(z)w"(t). (7.1.3)

Czyli
U//(JZ) B w//(t)
o()  w(t)
Stad istnieje A € R takie, ze

dlad <2 <m0t (7.1.4)

v"(z) =Xv(z) dla

0w
w” (t) = w(t) dla 0 < ¢

(7.1.5)

oraz v(0) = v(7) = 0 na podstawie (ii).
1° Gdy A > 0, to

v(z) = 1€V 4 cpe VT

Wowezas

czyli ¢ = co = 0 oraz u = 0.
2° Gdy A =0, to
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Wéwcezas

czyli ¢y = co = 0 oraz u = 0.

32 Gdy A <0, to
v(z) = ¢1 cos(vV—=Ax) + cosin(v/ =z ). (7.1.6)
Woéwezas
0=v(0)=0c
0 = v(m) = ¢; cos(vV/ =) + ¢y sin(v/—=Ar),

stad V=X € Nezyli A = —k* k=1,2,... Wtedy v(z) = csin(kz). Wowcezas
w”(t) + k*w(t) = 0, czyli

w(t) = dy cos(kt) + do sin(kt).
Zatem funkcje postaci
u(z,t) = (acos(kt) + bsin(kt)) sin(kz) dla a,b e R,k =1,2,...

sa rozwiazaniem (i) z warunkiem (ii).
Rozwiazania problemu 7.1.1 bedziemy szuka¢ sposrod funkeji postaci u(z, t) =
Ziozl uk(xv t)a gdZie

ug(x,t) = (ay cos(kt)+ by sin(kt)) sin(kz) dla ax, by € R,k =1,2,... (7.1.7)

Poniewaz u(z,0) = f(z), wiec

f(z) = i ag sin(kx). (7.1.8)
k=1
Wowczas dla dowolnego | € N mamy
/OTr f(z)sin(lz)dx = g:l a /07r sin(lz) sin(kz)dz = gak, (7.1.9)
poniewaz

/7r sin(lz) sin(kx)dx = g(m,
0
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stad

ap = i/ow f(z)sin(lz)dz

Poniewaz u:(x,0) = g(x), wiec
z) = kbysin(kz),
k=1

zatem

7rk / ) sin(kx)d

Lemat 7.1.1. Jesli f : [0,7] — R jest funkcjq klasy C* takq, ze f( ) =

f(m) =0 oraz f"(0) = f"(x) =0, to istnieje M > 0 takie, ze |ay| < 2, gdzie

—/ ) sin(kx)d (7.1.10)

Ponadto f(z) = Y32, apsin(kz).

Dowéd. Catkujac 4 razy przez czesci otrzymujemy

/Oﬂf(a:)sin(kx)da: _ /f cos k’x /f” sm

f'(m)(=1)* f" ” COS(’W)
= 13 +—/Of(x) 13 dz

= ]{;14/; D () sin(kz)dzx.

Zatem .
(4)
a — su
sl < g s £
Rozwazmy funkcje nieparzysta f : [-m, 7] — R
~ flx dlax >0
foy =)
—f(=x) dlaz<0

Jest ona klasy C*, zatem jest réwna swojemu szeregowi Fouriera, czyli

Z sin(kz) dla z € [—7, 7], gdzie
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ar = 1/7r f(x) sin(kz)dzx

_ 1(/7rf( )Sm(k;x)dx—/o f(=z)sin(kx)dx)

—T

— / ) sin(kx)dx = ay.

Zatem -
z) = apsin(kz) dla z € [0, 7).
k=1

Twierdzenie 7.1.2. Niech f,q:[0,7] — R bedqg funkciami klasy C* takimi,
ze:

F(0) = f(m) = 9(0) = g(m) = 0 (7.1.11)

uk(x,t) = (ay cos(kt) + by sin(kt)) sin(kx),

—/ )sin(kx)dx, by = k/ ) sin(kx)d

— jest jednostajnie zbieiny do funkeji klasy C?,
— u jest jedynym rozwigzaniem problemu 7.1.1.

Dowdd. 1° Istnienie. Ze wzgledu na Lemat 7.1.1, istnieje M > 0 takie, ze
dla dowolnego k£ € N mamy

”\2

M
, ID%uk(, )l < 75

M
Jun(, )] < 55 | Dug(z, )] < 12

Stad szeregi
Zuka ZDUk, ZDzuk
k=1 k=1 k=1

sa jednostajnie zbiezne. Zatem u : [0, 7] x [0,00) — R jest funkcja klasy C?
oraz

Du = Z Duy, D%y = Z D?uy,.

k=1 k=1
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Zatem
tael,8) = i(uk)m(x’t):_i(akcos(kt)Jfkain(/ft))k:QSin(k:x)
= Sl 1) = e ).

Ponadto, u(0,t) = 0 = u(m,t) dlat > 0 oraz

u(z,0) = iaksin(k‘x):f(x),

k=1

u(x,0) = i kb, sin(kx) = g(x)

k=1

dla z € [0, 7], na mocy Lematu 7.1.1.
2° Jednoznacznosé. Zalézmy, ze uq, us : [0, 7] X [0, +00) — R sg funkcjami
spetiajacymi 7.1.1. Wowczas v = u; — us jest rozwigzaniem problemu:

Ve (2, 1) = vy (2, 1) dlaxz €[0,7],t >0
v(0,t) =v(m,t) =0 dlat>0
v(z,0) =0 dlaz € [0
v (z,0) =0 dlaz € [0

7]
7.

I

Rozwazmy funkcje E : [0, +00) — [0, 4+00) postaci

E(t) = /Oﬂ(vi(x,t) +02(x, 1)) d.

Wéwcezas

s

d d
B(t) = [ (T t) + Soi(@.)da
= / (2uz(x,t) - vy (2, t) + 204 (2, t) - v (2, t))d.
0
Nastepnie catkujac przez czesci otrzymujemy
E'(t) = 2(v, - ve) (z, 1)|7 + /0 (=220 - ¢ + 203 - V41 dx

— 2wy (0, )ve(, 1) — 02(0, £)0y(0,8)) + 2 /O " ve(vs — vae)d = 0,
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poniewaz v (m,t) = v;(0,t) = 0. Poniewaz
E(0) = [ (3(x,0) + vi(,0))dz = 0,
0
wiec
, T d d
E'(t) = / (dt v2(z,t) + T 2(x,t))dz = 0 dla dowolnego ¢ # 0.

Stad v, (x,t) = v(x,t) =0 dla z € [0,7], t € [0,+00). Ponadto

t
v(z,t) =v(z,t) —v(z,0) = / v(z, s)ds = 0.
0
|
Twierdzenie 7.1.3. Niech f, fn, g, g : [0, 7] — R bedq funkcjami klasy C*
spetniajgcymi warunek 7.1.11. Niech w oraz u, bedqg odpowiednio rozwigza-
2 1
niami problemu 7.1.1 dla funkcji f, g oraz fn, gn. Jesli f,, < f, gn = g, to
k

u, — u jednostajnie (f, — f oznacza, ze f, zbiega jednostajnie do f wraz z
pochodnymi do rzedu k).
Dowdd. Po pierwsze zauwazmy, ze wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku,
gdy f =01 g =0. Zatézmy, ze f, < 0 oraz g, — 0. Pokazemy, ze u, — u
jednostajnie. Na mocy Twierdzenia 7.1.2, u = 0 oraz

un(z,t) = (2} cos(kt) + by sin(kt)) sin(kz),
k=1

gdzie

n 2 T 1 2 T " :

ap = —/ fu(z)sin(kz)dr = ——/ fi(x)sin(kx)dx

k2 Jo

n 2

by = ﬂk/ gn(x) sin(kx)dz = 7rk2/ g, (x) cos(kx)dzx.
Zatem

[un(x,t) —u(z,t)| = |u,(z,t)] Z lay| + |b%])

231 .

- o // d d

”Zk/r o)z + [ 19, (@)lda)

<> lj)( sup [71(2)]+ sup I (1)) = 0
S

jednostajnie dla dowolnych (z, ¢
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8 Problem Dirichleta

Niech © C R? bedzie zbiorem otwartym ograniczonym i sp6jnym. Oznaczmy
przez 0X) brzeg 2. Przypuéémy, ze dane sa funkcje ciagte:

F:Q—-R, f:00—R.

Oznaczmy przez Au laplasjan funkcji u, czyli

d
Au =Y Aug,y,.

i=1

Problem Dirichleta polega na znalezieniu funkcji u :  — R cigglej i klasy
C? na Q takiej, ze:

{Au(a:) =F(z) dlaze( (PD)

u(z) = f(x) dla z € 092.
Rozwiazanie tego rownania mozemy zinterpretowac jako rozktad temperatur
w ciele €2, gdy F' jest rozktadem dostarczanego w kazdej chwili ciepta, pod
warunkiem, ze znamy temperature ciala na brzegu.

W dalszej czesci udowodnimy twierdzenia o jednoznacznosci i ciagtej za-
leznosci od F'i f rozwiazan (PD).

Lemat 8.0.4. Niech u € C(Q)NC%*(Q). Jesli
Au(z) >0 dla z € Q,

to

u(z) <maxu dla z € S
)

Dowdd. Przypusémy, ze u przyjmuje wartos¢ najwieksza w a € €). Wowczas
dla dowolnego © = 1, ..., d rozwazmy funkcje

’Uz(g) = U(CLl, e ,ai_l,é,aiﬂ, P ,ad).

Poniewaz v; przyjmuje warto$¢ najwieksza w a;, wiec g, ., (a) = v/ (a;) <0
dla dowolnego ¢ = 1,...,d. Stad

d
Au(a) =D g, (a) <O0.
i=1



8 PROBLEM DIRICHLETA 100

Lemat 8.0.5. Niech u € C(Q) N C*(Q). Jesli
Au(z) =0 dla x € (2,

to
max u < maxu.
o0

Q

Dow6d. Ustalmy € > 0 oraz rozwazmy funkcje v(z) = u(z) + €|z||?. Wow-
czas Av(z) = Au(z) 4+ 2de > 0. Na mocy Lematu 8.0.4 maxgv = maxgn v.
Ponadto zbidr 2 jako ograniczony, czyli znajduje sie w kuli domknietej K (0, 7).
Stad
maxu < maxv = maxov < maxu + er?.
Q Q o9 o9
Zbiegajac z ¢ — 0, otrzymujemy teze lematu.

Twierdzenie 8.0.6. (Zasada maksimum) Niech u € C(Q) N C?(Q). Jesli
Au(z) =0 dla x € Q, to

max lu| < max |ul.

Dowdd. Stosujac Lemat 8.0.5 dla funkcji w oraz (—u) mamy
maxu < maxu
Q o9

mﬁax(—u) < I%%X(—u).

Poniewaz u < |u| oraz —u < |u|, wiec

<
max 4 < max |ul

mgx(—u) < max |ul.

Stad

max |u| = max(max(—u), max u) < max |u|
Q Q o0



8 PROBLEM DIRICHLETA 101

Twierdzenie 8.0.7. (o jednoznaczno$ci rozwigzan dla problemu Dirichleta)
Problem Dirichleta (PD) ma co najwyzej jedno rozwigzanie.

Dowdd. Niech uy, us beda rozwiazaniami (PD). Rozwazmy funkcje u =
uy — uz. Wtedy

{Au(:c) = Auy(z) — Aug(z) = F(z) — F(x) =0 dlaz €
u(z) = ui(z) —ug(x) = f(x) — f(z) =0 dla z € 09.

Na mocy zasady maksimum dla dowolnego = € ) mamy
[u@) < max uf < max ju| =0,
czyli up = us.
|

Twierdzenie 8.0.8. (Zasada maksimum II) Niech u € C(Q) N C%*(Q). Za-
tozmy, ze Au =0 dla x € ) oraz niech

M (u) = sup |Au| < o0,
Q

Jesli Q C K(0,7), to dla dowolnego x € Q mamy

2 M (u)
<
o) < el + 5"
Dowdéd. Rozwazmy funkcje
M
v(z) = ulz) + 2<d“)ux||2.

Wowcezas Av(z) = Au(xz)+ M (u) > 0. Na mocy Lematu 8.0.5, dla dowolnego
re mamy

(z) < < < < L M)
u\xr maxu maxv maxv maxu
X S X S X 50 S 50 2d

Nastepnie rozwazmy funkcje

2d

vi(r) = —u(r) + (1.
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Wtedy
Avy(z) = —Au(x) + M(u) < 0.
Stad

max(v;) < max(vy) oraz — u < vy.
Q o0

Zatem dla dowolnego = € Q mamy

M(u) ,
—u(e) < max(v) < max(v) < max(—u) + =
Stad
u(@)] = max(u(a), —u(2)) < max(ug(), max(—u))) + "

M (u)r?
2d

= max|—u|)+
2%
|

Whniosek 8.0.9. Niech u bedzie rozwigzaniem (PD). Zalézmy, Ze f i F sq
ograniczone. Jesli Q C K(0,7), to

r? maxg |F|
2d .

Twierdzenie 8.0.10. (O cigglej zaleznosci rozwigzan od f i F') Niech f,
fo 00 —- R, F, F, : Q — R bedqg funkcjami cigglymi. Zalozmy, Ze wu,
Uy : 2 — R sqg odpowiednimi rozwigzaniami problemu Dirichleta dla danych
funkcyi f, F oraz f,, F,. Jesli f, = f oraz F, = F, to up = u.

<
[u(@)] < max | f] +

Dowéd. Poniewaz
Alu—uy)(z) = F(x) — F,(zr) dlaz e
u(z) —up(x) = f(z) — fulz) dla z € 09,
wiec na mocy Wniosku 8.0.9 mamy

r? maxq |F — F),|
—_—

2d

max [uy —uf < max|f — fu] + 0,
Q o0

gdzie 2 C K(0,r).
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8.1 Metoda siatek

W nastepnej czesci wyktadu oméwimy numeryczng metode rozwigzywania
problemu Dirichleta (PD), zwana metoda siatek. Metoda ta moze by¢ stoso-
wana takze do rozwigzywania innych zagadnien. Dla uproszczenia bedziemy
rozpatrywac tylko przypadek dwuwymiarowy.

Zalézmy, ze € jest otwartym, ograniczonym i wypuklym podzbiorem R2.
Ustalmy h > 0 (szerokos¢ siatki) rozwazmy punkty postaci:

(T, Yn) = (m-h,n-h), mn€Z

zwane weztami siatki. Dla ustalonego wezta (x,,, v, ) méwimy, ze wezlty (2,,—1, yn),
(Tms Yn-1), (Tmt1,Yn)s (Tm, Yns1) sa jego sasiednimi. Oznaczmy

U = {@msUn) : (@, ) € Q) A
Q= {(zm,yn) € Q: wszystkie jego wezly sasiednie leza w Q}
Y = Qn\

Dla funkcji w : €2, — R definiujemy laplasjan dyskretny

Ah(w)(xm7 yn)
W(Tmt1-Yn) + W(Tme1, Yn) + W (T, Yno1) + W (T, Ynt1) — 40(@m, Yn)
h2

Lemat 8.1.1. Niech u : Q — R bedzie klasy C*. Zatézimy, ze istnieje M > 0
takie, ze

ot
oy*

ot
Oxt

dla (z,y) € Q. Wowczas

(z,y)| < M (z,y)| <M

Y

h2
‘Ahu($m7yn) - Au<xmayn)‘ < E - M dla (xm,yn) € Qh‘

Dowéd. Niech (x,y) = (¥, yn) € Q. Na mocy wzory Taylora otrzymujemy

h? h3 h*
h? h? h*

u(z,y+h) = u(z, ?/)"'h'uy(% Y) +?uyy(x, y)*’guyyy(% Y) +ﬂuyyyy(x7 m)
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2 & 4

(=, y) = 0(a,) =heta(@,4) + 5 tan(2,) = G Uaaa (0,4) + 5 lanae(60:0)
2 h3 h4

u(z,y—h) = u(r,y)—h-u,(z,y)+ ?uyy(x, y)— Euyyy(x: y)+ ﬂuyyyy(xa 12)-

Dodajac stronami otrzymane réwnosci otrzymamy

(x4 h,y) +u(x,y+ h) +ulx —h,y) +u(z,y —h)
= 4U($, y) + hQAU(.T, y) =+ Th,

gdzie

h4
Th = Qj(umcmm (fla y) + uyyyy(ma 771) + u:trmr(g% y) + uyyyy(x, 772)

Jednak ze wzgledu na zalozenie mamy

h4
|7"n| < EM

Przypomnijmy, ze problem Dirichleta polega na znalezieniu u : Q — R
takiej, ze:

u(z) = f(z) dla z € 002

gdzie F': Q- R1i f: 00 — R sa dane.

Rozwazmy teraz dyskretna wersje tego problemu. Jednak zanim to uczy-
nimy, musimy zmodyfikowa¢ f tak, aby byla okreslona na 0,€). Zatézmy,
7e (T, yn) € O, Wowezas ktorys z weztdéw sasiednich (z,,,yn) € Q.
Zatem istnieje (22, y°) € 0Q, ktory lezy na odcinku pomiedzy (,,,y,) a
(Tpts Y ). WOWezaS ||(T0, yn) — (22, 92)]] < h. W ten sposéb mozemy zdefi-
niowaé fj : 0,2 — R jako

Rozwazmy dyskretny problem Dirichleta (schemat réznicowy): znalezé
funkcje w : 2, — R taka, ze:

{Au(m) =F(zx) dlaxeQ

w(mm, yn) - fh(xwwyn) dla (mm7 yn) € ahQ
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Problem ten jest liniowym uktadem réwnan o niewiadomych w(z,,, y,), gdzie
(T, Yn) € Q. Poniewaz niewiadomych jest tyle samo co réwnai (tzn. #Qh),
aby udowodnié¢ istnienie rozwiazania (DPD) wystarczy pokazaé, ze jedynym
rozwigzaniem uktadu

Ahw(xma yn) =0 dla (l'm;yn) € Qh
W(Tm,Yn) =0 dla (2, yn) € OnQ

jest funkcja stata rowna zeru.

Lemat 8.1.2. Niech w : Q) — R. Jedli Apw (T, Yn) = 0 dla (T, Yn) € Qp,
to
maxw < maxw.
a, X
Dowéd. 7Z zalozenia mamy

w(xn% yn) < W(merl-yn) + w(l‘mfl, yn) + W(-Tmy ynfl) + w(xm, ynJrl) '

4

(8.1.1)
dla (z, yn) € Qp. Niech wyee = maxg w. Jesli w(xy, Ym) < Winaz, to teza
lematu jest speliona. Zalézmy wiec, ze wp,q.. jest osiagalne w pewnym wez-
le wewnetrznym (z,,,y,) € Q. Wowczas ze wzgledu na (8.1.1), wartosci w
jego weztach sasiednich musza by¢ nie mniejsze niz w(x,,,y,), wiec sa one
réWne Wy,q,. Poniewaz wartosci w w weztach sasiednich dla (z,,,y,) maja
warto$¢ wyae, wiec ich sgsiedzi przyjmuja te warto$é. Ze wzgledu na wy-
puktodé i spojnosé 2, powtarzajac powyzsze rozumowanie otrzymujemy, ze
W(Tm,y Yn) = Wmae dla wszystkich (2, yn) € Q. Wtedy

MaX W = Wy = MaxXw
ol o)

Stosujac powyzszy lemat dla w, —w otrzymujemy:
Twierdzenie 8.1.3. (Zasada maksimum) Niech w : Q, — R. Jesli

Apw (T, Yn) = 0 dla (T, Yn) € Qp, to max |w| = max |w|.
a, LX)

Whniosek 8.1.4. (DPD) ma tylko jedno rozwigzanie.
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Dowdd. Jak juz wezedniej wspomnieliSmy, wystarczy pokazac, ze jesli

Apw (T, yn) =0 dla (24, y,) € Qp
W(Tm,Yn) =0 dla (zm, yn) € Op€2,

t0 W(Tm, Yn) = 0 dla (@m,yn) € Q. Na mocy zasady maksimum mamy

max w| < max|w| =0
a, o0,
wiec w(Tm, yn) = 0 dla (2, yn) € Q.

|

Twierdzenie 8.1.5. (Zasada maksimum IT) Niechu : Q — R. Niech M (w) =
maxgq, |Apw|. Jesli Q C K(0,r), to dla dowolnych (xp,,y,) € Q mamy

r? M (w)

< -~ 7

(T, yn)| < rgh%Xle +—

Dowdéd. Dowdd jest analogiczny do dowodu wersji niedyskretnej. Nalezy
zastosowa¢ Lemat 8.1.2 dla funkcji

wile,y) = wia,y) + LD 2 1)

4
nlr,) = () + 0D 2 1)
Ponadto nalezy zauwazyc¢, ze
Ap(a? +y?)
_ () + @+ (y+h)?) + (2= h)? +y°) + (22 + (y — h)?) — 42® + )
= 4 "

Twierdzenie 8.1.6. Niech u € C(Q) N C*Q) bedzie rozwigzaniem (PD).
Zalozimy, ze Q C K(0,r) oraz

o
oy*

J*u
@(ﬂ% y)

< M,

(x,y)’ <M dla (z,y) € .



8 PROBLEM DIRICHLETA 107

Niech w : Q, — R bedzie rozwigzaniem (DPD). Wowczas dla kazdego € > 0
istnieje 6 taka, ze dla h < 6 mamy

r2h?

M
24

Ui, Yn) — W( T, Yn)| < €+

dla (T, yn) € Q.
Dowdéd. Rozwazmy funkcje v : O, — R

V(T Yn) = W T, Yn) — W(Ton, Yn)-

Wowczas dla dowolnego wezta brzegowego (2., yn) € Op§2 mamy
|U(xmayn>| = |u(xm7yn) - (xm7yn)|
< (@, ya) = W@ Yo)| + (@, ) — @ (@m, o)
= u(@m,yn) — w2y, y)| + | (25, yn) = Ful@m, yn)|
= [u(@m, yn) — (xmﬂyn>|

Poniewaz u :  — R jest jednostajnie ciggla, wiec dla kazdego € > 0 dobie-
rzemy 6 > 0 takie, ze

Vogea P —ql <6 = |ulp) —ul(g)| <e.

Zalozmy, ze h < 6. Poniewaz ||(x, yn) — (22, 4°0)]] < h < 4§, wiec

10(Z s Yn)| < (T ) — w(20,y2)| < & dla (2, yp) € OB

Ponadto, dla kazdego (,,, yn) € 5 mamy

ARV (T, yn)| < ARU( T, Yn) — AT, Y )|+ [AU(T 10, Yn) — Arw (T, Yn)|
h2
< |Ahu(xm7 yn) - AU(Z’m,yn>| < KM

Podsumowujac, jesli h < 9, to

2
<
rgh%x|v\ < g oraz I%%X’Ahv‘ <% M

Zatem na mocy Zasady maksimum II otrzymujemy

r2p2 R

’U(xmayn” €+ ﬂM dla ('Tmayn> Q .
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