Przyktadowe rozwiazania zadan z list: oprac. dr inz. Grzegorz Lesiuk

Przyktad analizy i rozwigzania zadania z ré6wnan rézniczkowych

liniowych niejednorodnych - lista 2 (zad. 1f)

Zad. 1. Znalez¢ calke szczegdlng rownania
! s 03 ™
Y sinrcosr =y + sin m,y(z) =0 (1)

Przed przystapieniem do rozwigzywania powyzszego réwnania grupujemy
wyrazy (przy zalozeniu, ze sinxcosx # 0):
, 1 sin’x

y — y = (2)

SINTCOST COSX

Zagadnienie rozwiazemy dwoma sposobami (poznanymi wezesniej na ¢wicze-
niach): tj.
— metoda uzmienniania stalej (MUS),

— metoda czynnika catkujacego (MCC).
SPOSOB I - METODA UZMIENNIANIA STALEJ

Pierwszym etapem rozwigzywania réwnania jest rozwiazanie réwnania

rozniczkowego jednorodnego:

1
y ———y=0 (3)

SINXTCOST

Po rozdzieleniu zmiennych otrzymujemy:

dy _ _ dz (4)

Y SINTCOST

Nastepnie catkujemy obustronnie wyrazenie :

Iny| / dx
nlyl = ———
y SINTCOST

Catk du oznaczmy ja jako I) rozwiazemy ponizej wykorzystujac
¢

SINTCOST

metode postawiania:

SINT = U
dx du du
-712/.7 cosxdr = du =/ 5 :/—.2:
SINTCosT ucos?x u(1 — sin’z)
dr = -2

du du
:/u(l—uz):/u(l—u)(l+u) = h1a
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W wyniku przeksztalcen uzyskali$émy catke z funkcji wymiernej ([3,). Roz-

L. : 1 : )
t6zmy funkcje podcatkows W=+ ) na utamki proste:

1 A B C Alu— 1) (u+ 1)+ Bu+ 1)u+ Cu(u — 1)
ul—uw)(14+u) v u—1 u+1 w(u—1)(u+1)
Alu—=1)(u+1)+Bu+1u+Cu(u—1) w(B—A-C)+uB+C)+A

w(u —1)(u+1) B w(u —1)(u+1)

Poréwnanie stron wielomianéw w licznikach prowadzi nas do uktadu réwnan:

B—A-C=0
B+C =0 (5)
A=1

Rozwigzaniem uktadu réwnan jest zbior liczb: A =1,B =0.5,C = —0.5.

Zatem mozemy nasza catke I, zapisa¢ nastepujaco:

d 0.5d 0.5d
/—u+ v u:1n|u|—0.51n|1—u|—O.51n|1+u|—|—const
u 1—u 1+u

Po uporzadkowaniu i skorzystaniu z wtasnosci logarytméw mozemy otrzy-

mac:

In Y =1In L

VA —uw)(1+u) (1—u?)
Wracajac do zmiennej z otrzymujemy:
| U I SINT | SINT In [tga]
(1 —u?) V1 —sin’x cosx g
Tak wiec, rownanie przyjmuje postac:
In|y| = In|tgz| + InC = In C |tgx| (6)

Po opuszczeniu logarytmoéw i wartosci bezwzglednych (pamietamy o tym, ze
stala C przyjmuje dowolng wartos¢ zatem C = +C) otrzymujemy ogdlng

konstrukcje rozwigzania rownania ([2)):
y = Ctgz (7)

Kolejnym etapem rozwiazywania zadania jest uzmiennienie stalej. Zatem
zakladamy, ze C jest pewna funkcjg zmiennej z, czyli:

y = C(x)tge (8)
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Skoro funkcja (8) jest zakladanym rozwiazaniem rownania rézniczkowego ([2))

to powinna je spetnia¢. Aby to sprawdzi¢ potrzebujemy takze i pochodnej

funkeji y = C'(x)tgx:

y =C'(a)tgr+C (9)

cos?x

Wstawiamy otrzymane wyrazenia (8)) oraz @ do réwnania wyjsciowego ((2)):

~ ~ 1 1 ~ n?
C'(w)tgr + C—5 — ——Cla)tgr = —— (10)
cos?xr  sinxrcosx cosx
Po redukcji otrzymujemy:
C~"( )t sin’x (11)
x)tgr =
g cosx

Po uporzadkowaniu powyzsze réwnanie przyjmie postac:
C'(z) = sinx
Catkujac to wyrazenie otrzymujemy:
C = —cosz + D, D = const (12)
Wstawiamy uzyskane rozwiazanie do réwnania :

y = (—cosx + D)tgr = —sinx + Dtgx (13)

W ten sposéb otrzymalismy catke ogdlng réwnania. Stata D wyznaczymy w

oparciu o warunek brzegowy y(z) =0.

4
s ™ —\/§ \/§
= sin()+Dtg(2)="Y2 1 pD.1=D=Y"
! Sm<4>+ 9(4) y TP 2
Zatem caltka szczegdlna ma postac:
2
Yy = —sinzr + \g_tgx (14)

SPOSOB II - METODA CZYNNIKA CALKUJACEGO

W celu identyfikacji czynnika catkujacego nalezy doprowadzi¢ réwnanie réz-

niczkowe do postaci:
y +p(x)y = h(z) (15)
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1 ) sin’x .
W naszym przypadku p(z) = Epr—— h(z) = oy Czynnik

catkujacy dla réwnania rzedu I liniowego niejednorodnego zdefiniowany jest

jako:
I = ¢ r@)= (16)

Dla naszego réwnania czynnik catkujacy ma postac:
I = ¢ sreomda (17)

Rozwiazanie catki w wyktadniku funkcji zostalo opisane juz wczesniej.

Zatem czynnik catkujacy ma ostateczng postac:
I = 6—1n|tga:\ _ €1n|ctgm| _ |CthL’| (18)
Mnozymy zatem obydwie strony rownania ([2)) przez funkcje uzyskana w (18)).

y'ctgr — yctgr = sinx (19)

SINTCOST

Zauwazamy, ze lewa strona powyzszego rownania jest pochodng iloczynu

funkeji y(x) i ctgz. Zatem:
(yctgx)' = sinz = yctgr = —cosx + D, D = const (20)
Co ostatecznie prowadzi do uzyskania rozwigzania w postaci catki ogdlnej:
y = —sinx + Dtgx (21)

Jak wida¢ uzyskane rozwiazane jest tozsame z rozwiazaniem uzyskanym
przy pomocy metody uzmienniania stalej. Stata D wyznaczamy podobnie

jak poprzednio z warunkéw poczatkowych.



