Materialy dydaktyczne do ¢wiczen z mechaniki analitycznej
Zastosowania réwnan Lagrange’a I rodzaju do opisu dynamiki uktadéw o dwodch stopniach
swobody

Zad.1. Dla podwdjnego wahadla matematycznego (jak na rysunku ponizej) wyznacz rownania
ruchu mas m oraz znajdz gtéwne czestosci matych drgan swobodnych niettlumionych uktadu w
plaszczyznie pionowej.
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Rys. 1. a) Schemat 1 oznaczenia, b) wektory predkosci

Jako wspolrzedne uogdlnione najwygodniej jest zmiennych @, i @,. Z uwagi na fakt znajdowania
si¢ mas w polu zachowawczym oraz braku sit aktywnych do opisu dynamiki wykorzystamy
nastepujacgq posta¢ rownan Lagrange’a:
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Gdzie L reprezentuje tzw. Funkcje Lagrange’a tj. potencjal kinetyczny L=E,-E . Tak,
wigc, obliczmy energi¢ kinetyczna E, ukladu. Masa pierwsza porusza si¢ ruchem obrotowym
wzgledem przegubu 0 wigc z obliczeniem jej energii kinetycznej nie ma najmniejszych ktopotéw.
W przypadku drugiej masy problem jest znacznie bardziej zlozony z uwagi na rodzaj ruchu
drugiej masy. Masa druga porusza si¢ ruchem zlozonym, gdzie predkoscia unoszenia jest
predkos¢ pierwszej masy (punkt zaczepienia)Vy, a predkoscia wzgledna jest predkosé liniowa w
ruchu obrotowym drugiej masy wzgledem pierwszej (V). Tak, wiec:

Vo =V, + V5 2



Z uwagi na fakt, ze do energii kinetycznej wchodzi kwadrat modutu wektora predkosci to warto
wektor predkosci bezwzglednej roztozy¢ na sktadowe V, 1V,
|2
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V2| = Vx| +|V2y| 3)

W uktadzie wspotrzednych sktadowe modutu wektora predkosci (3) mozna wyrazic:
Vox = a@1cos@y + ag,cosp; (4)

Voy = —a@sing; — a@,sing,(5)
e 2 . . . = . -
|V2| = (ag1c05p1 + ag,c059,)? + (agyising; + a@,sing;)*(—1)%(6)
— 2
|V2| = a?@?sin®@, + 2a%@,¢,sin@,sing, + a*pisin’@, + a?@?cos?¢, +
202 @1,c08P1c0SP, + a*P5cos?,(7)
Biorac pod uwagg fakt, ze rozwazamy tzw. zakres malych drgan mozna zastosowac nast¢pujace
przyblizenia sin@=@ oraz cos@~1—-@*/2 (rozwiniecie Taylora), a takze iloczyn @1.¢2=0 (male
wyzszego rzedu). Wowcezas rownanie (7) przyjmie nastgpujacg postac:
2
V2| = a?¢f + 2a%¢1¢, + a®93(8)
Za$ energia kinetyczna uktadu wyniesie:
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E, = S tm 5 = ma®@? + ma?(¢,¢, + ¢3)(9)

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie energii potencjalnej ukladu — w naszym przypadku mamy do
czynienia tylko z energia potencjalna sit cigzkosci. Energia potencjalna (Ep) oznacza prace,
wykonana przez uklad przy sprowadzaniu jego od polozenia wychylonego do polozenia
rownowagi. Energia ta wyraza si¢ nastgpujaca zaleznoscia:

E, = mga(1l — cosg,) + mg(a(l — cosg,) + a(1l — cose,) (10)
Po uwzglednieniu cos@= 1-¢%/2 otrzymujemy:
E, = mgapi + 0.5mgae; (11)
Zatem, ostatecznie funkcja Lagrange’a przyjmie nastepujacg postac:
L = ma*@i + ma*(@,¢, + ¢3) — mgagi — 0.5mgagp; (12)

Teraz mozna przystapi¢ do obliczania poszczegdlnych czlondéw réwnan (1):

L = 2ma?¢, + mate, (13)
(o0

Rozniczkujac po czasie (13):
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2L = ma?g, + ma?¢g,(16)
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Po uzyskaniu wszystkich czlonéw réwnania (1) mozna ostatecznie zapisa¢ uklad rownan
rézniczkowych:

{Zmagbl + ma@, + 2mgep, =0 19)

ma@, + ma@, + mge, =0

Uklad réwnan (19) opisuje dynamike mas. W celu okreslenia czestosci gléwnych drgan
swobodnych ukfadu nalezy rozwigza¢ uklad réwnan (19). Korzystajac ze znanych sposobéw
rozwiazywania réwnan rozniczkowych np. metody przewidywan znajdujemy nastepujace postacie

rozwiazan wzgledem @, 1 @,

@1(t) = Asin(wt + y)
s = BoinCat +7) @

Pierwsze pochodne maja postac:

{ga'l(t) = Awcos(wt + y) 1
¢, (t) = Bwcos(wt +y) @D

Drugie pochodne wynosza:

{gb'l(t) = —Aw?sin(wt +7) 2

¢, (t) = —Bw?sin(wt + )

Po wstawieniu pochodnych (21), (22) oraz réwnan (20) do bazowego ukiadu réwnan (19) i

redukcji wyrazéw podobnych oraz uwzglednieniu jedynki trygonometrycznej uzyskujemy:

{Zm(g —aw?)A — Bmaw? =

0
23
Aaw? + B(g —aw?) =0 (23)

Rozwiazaniem trywialnym jest oczywiscie para liczb A=0 i B=0, ale wowczas oznacza to brak
ruchu drgajacego. Zatem, aby uklad (23) posiadal niezerowe rozwiazania wzgledem amplitud A i
B wyznacznik charakterystyczny ukladu réwnan (23) musi si¢ zerowac:

2m(g —aw?) —maw?
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Wyznacznik (24) ma po uporzadkowaniu postac:
4 249 9\?
w* - w22 +2(2) @5
a a
Korzystajac z podstawienia ®°=u i obliczajac pierwiastki réwnania otrzymujemy ostatecznie:
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